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Настоящая работа посвящена одному важному
варианту классической проблемы Борсука о раз-
биении множеств на части меньшего диаметра
(см. [1]).

Пусть , . Определим величину
 как минимальное количество частей диа-

метра строго меньше b, на которые может быть
разбито произвольное множество диаметра 1 в
пространстве . При b = 1 получаем в точности
классическое число Борсука, про которое извест-
но, что , , ,

(1)

(см. [1, 2]). При малых n и различных b множество
результатов и ссылок можно найти в [1] и [3].

Нас будет интересовать случай, когда , а
. В этом случае все известные верхние

оценки экспоненциальны по n. Например, из ра-
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боты Роджерса об упаковках сферических шапо-
чек на сфере (см. [4]) следует неравенство

Величину  можно уменьшить, применяя тех-
нику из работы [5].

Намного тоньше устроены нижние оценки.
Грубо говоря, мы скоро увидим, что если  <
< 1 при всех , то и эти оценки экспоненциальны.
Если же  при , то оценки становят-
ся субэкспоненциальными, постепенно убывая (с
ростом скорости стремления функции b к едини-
це) до вида левой части оценки (1), т.е. асимптоти-
ческой константы в степени . Аккуратным фор-
мулировкам соответствующих новых результатов
и будет посвящена наша дальнейшая работа.

Справедлива следующая

Т е о р е м а  1. Пусть k = k(n) – произвольная

функция со значениями во множестве . Рас-
смотрим для каждого n максимальное целое число

a = a(n), с которым . Пусть  –

максимальная мощность совокупности r-элементных
подмножеств множества , в кото-
рой каждые два множества имеют не менее  об-
щих элементов. Тогда
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Величина  найдена при всех , r, s.
Сформулируем для полноты картины соответ-
ствующий результат (см. [6]).

Т е о р е м а  2 (П. Франкл, Р.М. Уилсон, Р. Ал-
сведе, Л. Хачатрян). Пусть , .

Пусть, кроме того, при  и 
определена совокупность

т.е.  – это совокупность всех возможных
r-элементных подмножеств множества , у ко-
торых не менее s + i элементов взято из {1, ...,
..., . Если при некотором  вы-
полнено соотношение

то  мы считаем, что

, коль скоро l = 0 .

Теорема 1 допускает уточнение.
Т е о р е м а  3. Пусть , ,

 – произвольные функции со значениями во
множестве , удовлетворяющие соотношениям

Рассмотрим для каждого  максимальное целое
число , с которым

Пусть  – максимальная мощность
совокупности (–1, 0, 1)-векторов в , в которой
каждый вектор имеет ровно , , коор-
динат величины i и в которой скалярное произведе-
ние любых двух векторов не меньше s. Тогда

Суть уточнения в том, что при , тожде-
ственно равной нулю, мы получаем в точности
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теорему 1: когда у векторов остаются только нуле-
вые и единичные координаты, их скалярное про-
изведение равно мощности пересечения мно-
жеств их единичных координат. Конечно, можно
было бы давать еще более громоздкие обобще-
ния, добавляя все новые и новые величины коор-
динат. Однако проблема в том, что даже величина

 в общем случае с трудом поддается
оцениванию, но для нее оценки все же есть и они
позволяют в ряде ситуаций уточнять теорему 1.
Для других подобных величин известно крайне
мало, и мы не видим смысла рассматривать их в
текущем контексте.

Что касается оценок величины ,
то тут есть, во-первых, гипотеза о ее точном зна-
чении, сформулированная в работе [7]. Также
есть ряд недавних результатов Франкла и Купав-
ского (см. [8]) и смежных результатов разных ав-
торов (см. [9–15]). Но одним из наиболее эффек-
тивных инструментов здесь по-прежнему остается
линейно-алгебраический метод (см. [1, 2, 12–15]).
С его помощью можно доказать следующую тео-
рему.

Т е о р е м а  4. Пусть даны все параметры из
формулировки теоремы 3. Пусть  – мини-
мальное число, равное степени простого, с которым
выполнено неравенство .
Тогда

где

Можно произвести достаточно стандартный
асимптотический анализ оценок из теорем 1 и 3.
Аккуратная оптимизация затруднена, в том числе
из-за того, что в теореме 4 оценка зависит от рас-
пределения простых в натуральном ряде. Тем не
менее, сравнительно легко понять, что если

, где c – константа, то обе теоремы да-
ют оценки вида , где C > 1. Напротив,
обе оценки становятся субэкспоненциальными,
коль скоро  при . А если , то
обе оценки практически вырождаются, становясь
равными n по порядку. Однако мы знаем нера-
венство (1), и это подсказывает нам, что теорема-
ми 1 и 3 все не исчерпывается. Ниже мы приведем
еще две новые теоремы, которые как раз работа-
ют в случаях, когда b(n) достаточно быстро стре-
мится к единице.
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РАЙГОРОДСКИЙ

Т е о р е м а  5. Пусть d = d(n) и a = a(n) таковы,
что , где q = q(n) – степень простого,

Тогда

Например, если , то ,

a(n) = , и оценка теоремы 5 становится по-
хожа на нижнюю оценку в (1). Чем ближе b(n) к
тождественной единице, тем ближе a(n) к нулю.
При a(n) = 0 оценка теоремы 5 при огрублении в
стиле неравенства (1) превращается с учетом фор-
мулы Стирлинга и плотности простых в натураль-
ном ряде в неравенство

Константа под знаком субэкспоненты меньше,
чем константа в нижней оценке из (1). Улучше-
ние, приводящее к той же константе, дает послед-
няя теорема.

Т е о р е м а  6. Пусть d = d(n), q = q(n) и a = a(n)

таковы, что q – степень простого, ,

Тогда

где
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ON THE DIVIDING SETS INTO PARTS 
OF SMALLER DIAMETER
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Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

An important generalization is studied of a classical Borsuk’s problem on dividing sets into parts of smaller
diameter. Upper new and lower bounds for Borsuk’s numbers are found.

Keywords: partition, coloring, point sets in spaces, graph of diameters
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