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В сообщении исследуется поведение опти-
мального управления для краевой задачи в ε-пе-
риодически перфорированной области с линей-
ным краевым условием типа Робина на границе
перфораций при стремлении периода структуры
к нулю. Рассматривается функционал стоимости,
состоящий из двух слагаемых: интеграла Дирих-
ле, описывающего энергию состояния, и стоимо-
сти управления, взятой с коэффициентом N > 0.
В качестве перфораций используются шары ра-
диуса , где C0 – некоторая положительная по-

стоянная, , . В краевое условие Ро-

бина входит коэффициент адсорбции вида , где

. Заметим, что данные значения парамет-

ров α и γ являются критическими для данной за-
дачи, что характеризуется появлением новых чле-
нов в усредненной задаче и нового слагаемого в
предельном функционале стоимости. Известно,
что нахождение оптимального управления  свя-
зано с решением сопряженной задачи (см. [4]).
В настоящей работе построена система уравне-
ний на пару , где  – функция состояния,
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Pε – решение сопряженной задачи. В нашем слу-
чае оптимальное управление  связано с Pε сле-

дующим образом: . Для этой системы
в работе построена и обоснована усредненная за-
дача и получен новый функционал стоимости,
которому пара ( , ), где u0 – предел последова-
тельности ,  – предел , доставляет минимум.

Поведение оптимального управления и усред-
нение краевых задач изучалось во многих рабо-
тах. Наиболее близкими к данному исследованию
являются работы [1, 6, 7], но в них были изучены
задачи с другими краевыми условиями.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть Ω – ограниченная область в  (n ≥ 3) с

гладкой границей , . Обозначим

через G0 – единичный шар в  с центром в нача-

ле координат. Положим , δ > 0.
Для ε > 0 определим
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где , , 

, , d =  > 0,  – мно-

жество векторов в  с целыми координатами.
Обозначим ,  = εj, . Заметим,

что  и центр шара  совпадает
с центром куба . 

Определим перфорированную область

с границей

Пусть . Обозначим через  – эле-
мент , являющийся обобщенным ре-
шением задачи

(1)

где , , ,

, ν – вектор внешней единичной норма-

ли к Sε.
Рассмотрим функционал

(2)

Хорошо известно, что существует единствен-
ная пара  (см. [4, с. 57]), называемая оп-
тимальной, такая, что

В этом случае  называется оптимальным
управлением. Цель данной работы – найти предел
при ε → 0 оптимального управления  и функци-
онала стоимости .

С этой задачей связана сопряженная задача

Учитывая, что оптимальное управление удо-
влетворяет вариационному неравенству (см. [4])
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где  – произвольный элемент , получим,
что

2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО 
РЕЗУЛЬТАТА

Имеет место следующая теорема усреднения.

Т е о р е м а  1. Пусть  и  – реше-
ние системы

(3)

Пусть  и  – продолжение функций  и , та-
кое, что  и выполнены неравенства

(4)

(5)

где постоянная K здесь и далее не зависит от ε.
Тогда при ε → 0

(6)

(7)

где  – решение системы

(8)

, , ωn – площадь поверх-

ности единичной сферы в , .

З а м е ч а н и е  1. Заметим, что  яв-
ляется оптимальным управлением, а пара (u0 =
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(9)

где  – обобщенное решение задачи

(10)

Ниже мы покажем, что

(11)

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ

3.1. Равномерные по ε оценки для uε и 

Получим оценки для uε и Pε. Из интегрального
тождества для задачи (3) на функцию Pε имеем
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Учитывая, что
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Из (14), (15) получим

(17)

Из оценок (16), (17) вытекает, что существуют
продолжения ,  функций uε и Pε на всю об-
ласть Ω, такие что выполнены оценки (4), (5). Из
данных оценок следует, что по некоторой подпо-
следовательности (сохраним для нее обозначение
исходной последовательности) при ε → 0 имеем
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(19)

3.2. Предельная задача для u0

Покажем, что  – обобщенное реше-
ние задачи
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Действительно, в силу (18) и (19), нам надо
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Легко видеть, что

Учитывая, что  слабо в  при ε → 0,
получим

Поэтому

(22)

Заметим, что Hε можем представить в виде

В силу определения Wε, имеем
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где , если ε → 0.
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Положим в (24) , где ψ – произ-

вольная функция из , получим
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Заметим, что для получения равенства (25) мы
воспользовались следующей леммой (см. [3]).
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Таким образом, предельная функция u0 удо-
влетворяет интегральному тождеству следующего
вида:

где ψ – произвольная функция из . Следо-
вательно, u0 – слабое решение задачи (20).

3.3. Предельная задача для P0

Покажем, что функция  – обобщен-
ное решение задачи
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С другой стороны, учитывая, что  – решение
задачи (21), получим

(30)

где , если ε → 0.
Сравнивая (29) и (30), приходим к равенству

(31)

где , если ε → 0.

Положим в (31) , где

 – произвольная функция. Тогда из (31)
выводим

(32)

Отсюда следует, что P0 удовлетворяет инте-
гральному тождеству

(33)

где ψ – произвольная функция из . Что и
требовалось показать.

Отсюда следует, что  – обобщенное ре-
шение системы (11). Теорема 1 доказана.

4. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИОНАЛА СТОИМОСТИ

Докажем теперь равенство (11). Имеем для

Из равенств (13) и (14) получаем

Отсюда выводим, что

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе исследовано асимптотиче-
ское поведение оптимального управления и во-
просы усреднения краевой задачи в перфориро-
ванной области в случае критического значения
параметров задачи. Построен предельный функ-
ционал стоимости, который содержит новое сла-
гаемое, так называемый “странный” член.
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ПОДОЛЬСКИЙ, ШАПОШНИКОВА

OPTIMAL CONTROL AND “STRANGE” TERM ARISING 
FROM HOMOGENIZATION OF THE POISSON EQUATION 

IN THE PERFORATED DOMAIN WITH THE ROBIN-TYPE BOUNDARY 
CONDITION IN THE CRITICAL CASE

A. V. Podolskiya and T. A. Shaposhnikovaa

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

The present paper is devoted to the study of the asymptotic behavior of the optimal control for the boundary
value problem in an -periodically perforated domain with linear Robin-type boundary condition, when the
period of the structure tends to zero, and the problem parameters, diameter of perforations and adsorption
coefficient, take critical values.

Keywords: perforated domain, critical case, “strange” term, optimal control, homogenization
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