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1. ЗАДАНИЕ ВЕРОЯТНОСТНЫХ МЕР
С ПОМОЩЬЮ ПРОЕКТИВНЫХ

УСЛОВНЫХ МЕР

Во второй половине прошлого века постепенно
выработался новый способ задания вероятност-
ных мер в бесконечнoмерных системах, альтерна-
тивный классическому (колмогоровскому) спосо-
бу. Вместо системы согласованных конечномер-
ных распределений, которая позволяет определить
меру единственным образом с помощью проек-
ций, в новом методе задания предлагается иная си-
стема данных, грубо говоря, согласованная систе-
ма условных мер. Метод возникал независимо в
теории марковских процессов (Е.Б. Дынкин), в
статфизике (Р.Л. Добрушин) и др. Мы приводим
абстрактную версию метода, рассматривая его
одновременно как далекое обобщение теории из-
меримых разбиений пространств Лебега и систем
условных мер по Рохлину и как проблему нахож-
дения инвариантных мер в теории динамических
систем и гиббсовских мер. Изложение ведется в
терминах оснащенных отношений эквивалент-
ности (о.о.э.), или, иначе, борелевских разбиений
в стандартном борелевском пространстве и “про-
ективных условных мер” на элементах этих раз-

биений. Можно было бы также использовать язык
теории группоидов или язык теории продолжения
мер со специальных алгебр (но не σ-алгебр) мно-
жеств на некоторую (не всю) σ-алгебру измери-
мых множеств. Сходные соображения в меньшей
общности см. в [8, 11].

Новый метод по существу ввел в обиход боль-
шое количество комбинаторных, аналитических
и алгебраических задач – о центральных мерах на
пространствах путей градуированных графов, о
марковских мерах с данными копереходами и т.д.

Пусть на стандартном борелевском простран-
стве  (изоморфном отрезку [0, 1] как боре-
левскому пространству) с σ-алгеброй всех боре-
левских множеств  задано некоторое борелев-
ское отношение эквивалентности (о.э.)  (т.е.
разбиение) со счетными классами, а также боре-
левский 2-коцикл ρ с неотрицательными веще-
ственными значениями на этом отношении, т.е.
борелевская функция  на парах эквивалентных
точек, удовлетворяющая условиям ρ(x, x) =
=  = 1, . С помо-
щью коцикла ρ на каждом классе эквивалентно-
сти однозначно с точностью до положительного
множителя определяется конечная или -конеч-
ная неотрицательная мера (коротко – “условная
проективная мера”). Назовем пару  оснащен-
ным отношением эквивалентности на простран-
стве .1 Если все классы конечны, то о.о.э.
есть не что иное, как борелевски измеримое раз-
биение, а коцикл определяет условные вероят-
ностные меры на всех классах.

1 Естественно было бы, продолжая терминологию Рохлина,
ввести термин “полуизмеримое разбиение c системой
условных проективных мер”.
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С другой стороны, хорошо известно, что если
имеется некоторая вероятностная мера  на X
(т.е. на пространстве Лебега), а  – о.э., то мера 
однозначно определяет оснащение этого о.э., т.е.
2-коцикл, или условную проективную меру, на
почти каждом классе эквивалентности; в случае
конечного о.э. это и есть рохлинские условные
меры на элементах разбиения. В случае, когда о.э.
есть разбиение на траектории действия счетной
группы с квазиинвариантной мерой, этот коцикл
есть так называемый коцикл Радона–Никодима

. Если коцикл тождественно равен единице,
то мера называется инвариантной. В тех случаях,
когда коцикл не указан, предполагается, что он
тождественно равен единице. Сформулируем ос-
новную задачу.

З а д а ч а  1. Пусть задано о.о.э.  на стан-
дартном борелевском пространстве ; найти
все борелевские вероятностные меры , у кото-
рых коцикл Радона–Никодима  совпадает с
коциклом  почти всюду по мере μ, или, иначе,
найти все вероятностные меры с данными услов-
ными проективными мерами на классах эквива-
лентности.

В том случае, когда такая мера единственна
(именно этот случай отвечает колмогоровской си-
стеме конечномерных распределений), мы можем
говорить о продолжении меры на σ-алгебру всех
измеримых множеств; в общем случае единствен-
ности может не быть.

Совокупность всех мер на , задаваемых
задачей 1, корректно определена и естественным
образом образует симплекс Шоке. Множество
его крайних точек (граница Шоке) называется аб-
солютом о.о.э.  и обозначается .
Любые две различные меры из  взаимно
сингулярны и корректно определены на различ-
ных полных σ-алгебрах.

Традиционное построение гиббсовских мер,
как и задача об инвариантных мерах действий
групп в динамике, очевидным образом укладыва-
ется в описанную схему. Понятие абсолюта тесно
связано с различными понятиями границ.

Если все классы о.о.э. конечны, то определено
борелевское фактор-пространство X/τ, которое
совпадает с , и описание всех (не эргоди-
ческих) мер из  сводится к указанию меры на
этом фактор-пространстве. Если же о.э. не опреде-
ляет борелевского фактор-пространства (про-
странства классов), то изучение структуры абсо-
люта представляет серьезную проблему и суще-
ственно зависит от геометрии классов. Решение
задачи 1 может быть “диким”, т.е. абсолют может
не иметь разумной параметризации, но во многих
задачах, например комбинаторных, параметриза-
ция может быть предъявлена.
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Нетрудно дословно обобщить все эти опреде-
ления на такие о.э. , у которых классы эквива-
лентности не счетны, но снабжены корректно
определенной локально компактной топологией.

Важно подчеркнуть, что изучение о.э. возмож-
но только вместе с коциклом, т.е. с системой
условных проективных мер (даже если коцикл
тождественно равен 1). Главную роль в дальней-
шем изучении предмета (единственность, кон-
кретные свойства мер и т.д.) должна играть геомет-
рия классов о.о.э., но она пока еще плохо изучена.

Сформулируем теперь обратную задачу.
З а д а ч а  2. Рассматривается некоторое семей-

ство вероятностных мер M, заданных на -алгебре
 стандартного борелевского пространства X.

Найти наименьшее о.э. , для которого все меры
 задают один и тот же коцикл .

Эта задача есть обобщение традиционной задачи
о достаточных статистиках (ср. [7]), в которой
обычно ищутся лишь измеримые (например, ко-
нечные) отношения эквивалентности. В приведен-
ной постановке никаких ограничений на о.э. нет.
Пусть, например, рассматривается множество всех

мер Бернулли , , в простран-

стве последовательностей . Искомое o.о.э.
есть разбиение де Финетти c единичным коциклом:
две последовательности эквивалентны, если они
совпадают с некоторого места  и имеют одинако-
вое число нулей среди первых  координат.

2. ГИПЕРКОНЕЧНЫЕ И РУЧНЫЕ 
ОСНАЩЕННЫЕ ОТНОШЕНИЯ 

ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ, УНИВЕРСАЛЬНАЯ 
МАРКОВСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассмотрим сформулированную выше задачу 1
для специального случая, важность которого опре-
деляется большим количеством приложений. А
именно, эта задача включает в себя задачу об описа-
нии характеров локально конечных групп или, бо-
лее общо, об описании следов на AF-алгебрах, а
также задачу о центральных мерах на простран-
ствах путей градуированных графов.

Оснащенное отношение эквивалентности 
называется гиперконечным, если оно является
монотонно возрастающим пределом последова-
тельности конечных отношений эквивалентно-
сти: . Таким образом, гиперконечные
о.о.э. можно задавать последовательностями их ко-
нечных аппроксимаций, т.е. убывающими после-
довательностями измеримых разбиений  с ко-
нечными элементами и условными мерами на них.
Такие последовательности называются фильтра-
циями. Подробности см. в [2].
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В силу ряда известных теорем траекторное раз-
биение для действия группы с инвариантной ме-
рой гиперконечно тогда и только тогда, когда
группа аменабельна. Однако траекторные разби-
ения с неединичным коциклом могут быть гипер-
конечными и для неаменабельных групп. Заме-
тим, что условие гиперконечности о.о.э. есть
условие на коцикл, т.е. на условные проективные
меры, но как будто в таком виде оно не формули-
ровалось. Для пространств Лебега гиперконечное
о.о.э. единственно с точностью до изоморфизма
(обобщенная теорема Г. Дая).

Мы накладываем чуть более сильное, чем ги-
перконечность, условие на аппроксимирующую
последовательность измеримых разбиений :
о.э. называется ручным, или локально гиперко-
нечным, если для каждого n число типов услов-
ных мер разбиения in конечно. Это условие опре-
деляет наиболее интересные для приложений ги-
перконечные о.э. Опишем универсальную модель
ручного о.о.э.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть Xn – конечное или
компактное пространство и задано множество
“операторов перехода” , сопоставляющих точ-
ке  подмножество . М а р к о в -
с к и м  ( н е с т а ц и о н а р н ы м )  к о м п а к -
т о м   называется пространство последова-
тельностей

Элементы компакта Mar мы называем траекто-
риями, или путями. Хвостовым отношением экви-
валентности  в марковском компакте Mar называ-
ется следующее отношение на траекториях:

Марковский компакт Mar снабжается слабой
топологией и борелевской структурой. Определе-
но понятие марковской борелевской меры , ко-
торая задается начальным распределением 
координаты x1 и набором переходных вероятно-
стей, т.е. семейством мер , , ,
где .

Но нам понадобится другая совокупность дан-
ных на марковском компакте – система копере-
ходных вероятностей. Это семейство мер  на

, , ..., , где Pn, x(y) = Prob(xn =
=  = x). Такая система еще не определяет
глобальной меры на всем марковском компакте.

Л е м м а  1. Всякая система копереходных мер
определяет коцикл на хвостовом о.э. марковского
компакта: отношение условных мер двух путей 
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Назовем такие коциклы марковскими, а мар-
ковский компакт, снабженный марковским коцик-
лом, т.е. системой копереходов, назовем оснащен-
ным марковским компактом.

Очевидно, что всякая марковская мера на Mar
однозначно определяет марковский коцикл, но,
вообще говоря, система копереходов, т.е. марков-
ский коцикл не определяет однозначно марков-
скую меру. Столь же ясно, что на марковском
компакте могут существовать коциклы, не явля-
ющиеся марковскими.

Т е о р е м а  1 (универсальная модель). Для вся-
кого стандартного борелевского пространства X и
заданного в нем ручного оснащенного отношения эк-
вивалентности  с коциклом  существует осна-
щенный марковский компакт Mar и борелевский
изоморфизм , такой, что  отобра-
жает о.o.э.  в хвостовое о.э. на , а коцикл  –
в марковский коцикл.

Таким образом, задача 1 об инвариантных мерах
для ручных о.о.э. сводится к задаче о поиске всех
марковских вероятностных мер P на некотором
компакте Mar с заданной системой копереходных
вероятностей. Иначе говоря, к описанию марков-
ских цепей с заданными копереходами.

Если коцикл равен единице, т.е. все условные
меры всех порядков равномерны, то мы получаем
задачу об описании всех мер с максимальной эн-
тропией на заданном марковском компакте.

Абсолют марковского компакта Mar обознача-
ется через Ab(Mar). Доказательство теоремы фак-
тически вытекает из результатов работы [2].

Вместо языка марковских компактов можно
использовать язык -градуированных графов
(диаграмм Браттели) – пространство путей в та-
ком графе есть марковский компакт, что полно-
стью определяет параллелизм изложений. Во
многих ситуациях (в основном комбинаторных)
язык графов предпочтительней. Модели, анало-
гичные марковской модели, для общих о.о.э. ав-
тору неизвестны.

3. ЭРГОДИЧЕСКИЙ МЕТОД
И ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ

Под эргодическим методом решения задачи 1
об инвариантных мерах для гиперконечных отно-
шений эквивалентности понимается метод отыс-
кания инвариантных распределений и инвариант-
ных мер, основанный на индивидуальной эргоди-
ческой теореме или, точнее, на индивидуальной

{ }ny >n N

+

≤ ≤ +
.∏ 1

1 1

Prob( | )
Prob( | )

i i

i N i i

x x
y y

τ ρ

: → MarT X T
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теореме о сходимости мартингалов, применяемой
к характеристическим функциям множеств из не-
которого базиса σ-алгебры, на которой задана ис-
комая мера. В таком понимании этот термин ис-
пользован в работе автора [1] и в более ранних ра-
ботах (cм., например, [6]). Но практическое
нахождение инвариантных мер, т.е. вероятностей
цилиндров, или переходных вероятностей, как
пределов некоторых условных ожиданий может
быть весьма непростым. Очень существен выбор
базиса множеств, меры которых вычисляются.
Но, с другой стороны, сама проблема отыскания
всех эргодических мер может быть “дикой”, и по-
тому вычисления по существу не могут быть реа-
лизуемыми в полном объеме. Разумная класси-
фикация гиперконечных абсолютов (т.е. систем
условных проективных мер) вряд ли возможна; в
то же время борелевская классификация о.о.э.,
наоборот, слишком груба (см. [8]); другие, проме-
жуточные критерии классификации автору неиз-
вестны. Поэтому важно иметь доступные крите-
рии разрешимости задачи об инвариантных ме-
рах, а также способы редукции задач к некоторым
каноническим задачам.

Одна из таких фундаментальных задач, решение
которой получено с помощью канонического при-
менения эргодического метода, – это задача об
описании всех эргодических мер в бесконечном

произведении  (где X – некоторое бо-
релевское пространство), инвариантных относи-
тельно группы  всех конечных подстановок коор-
динат. Обозначим через  о.э. в , порожденное
разбиением на траектории действия группы . От-
вет в задаче 1 дается теоремой де Финетти, и состоит
он в том, что всякая эргодическая, инвариантная
мера есть бернуллиевская мера с произвольным од-
номерным распределением (= мерой на X). Таким
образом, .

Если рассматривать этот ответ с точностью до
метрического изоморфизма, то окажется, что аб-
солют состоит из единственной чисто непрерыв-
ной меры на X, континуума дискретных мер и их
смесей, т.е.  = .

Во многих недавних примерах задач о нахожде-
нии абсолюта в комбинаторных и алгебраических
ситуациях ответ (предположительно или на самом
деле) имеет сходную структуру: абсолют есть сим-
плекс Шоке (его можно назвать вторичным сим-
плексом), т.е. и сами эргодические меры также до-
пускают разложение. Поэтому естественно пред-
положить, что доказательство этого факта следует
искать не прямым вычислением, а изучая редук-
цию к описаннойвыше фундаментальной задаче
де Финетти. Мы предлагаем следующий способ,
который можно назвать методом возмущений.
В качестве невозмущенной задачи возьмем зада-

∞∞ = ∏1
X X

∞S
τF ∞X

∞S

∞, τ =Ab( ) Meas( )FX X

∞, τAb( )FX { }α : α ≥ α ≤{ } 0, 1n n nn

чу де Финетти о . Первый этап состоит в по-
строении такого гомоморфизма T пространства, в
котором поставлена задача об абсолюте для неко-
торого о.э. , в пространство , что  являет-
ся подразбиением о.э. . На втором этапе требу-
ется проверить, что абсолют о.э.  подобен или
даже совпадает с абсолютом о.э. . Нахождение
гомоморфизма T, если он существует, есть наибо-
лее нетривиальная часть метода.

Второй этап связан с проблемой, относящейся
к бесконечному произведению , которая инте-
ресна сама по себе.

З а д а ч а  3. Для каких о.э. , удовлетворяю-
щих условию , абсолют  состоит из
всех бернуллиевских мер?

Следующий частичный ответ оказывается по-
лезным.

Л е м м а  2. Пусть на борелевском пространстве
 задано два о.о.э.  с единичными коциклами,

причем имеет место включение абсолютов Ab(X,
, τ). Совпадение этих абсолютов равно-

сильно следующему условию: для всякой эргодиче-
ской меры  о.о.э  эргодично относи-
тельно .

В свою очередь, доказательство эргодичности,
т.е. совпадения абсолютов, сводится к проверке
стремления некоторой последовательности функ-
ционалов к константе по мере, а не к более сложной
задаче нахождения слабых пределов, как в общей
схеме эргодического метода.

Показательный пример пользы метода возму-
щений дает задача о центральных мерах графа
Юнга. Теорема Тома о характерах, точнее, ее пере-
сказ как утверждения об абсолюте графа Юнга, не
оставляет сомнений в том, что эта задача должна
рассматриваться в связи с теоремой де Финетти.
Дело в том, что ответы в них удивительно похожи.
А именно, абсолют стратифицирован: страта дис-
кретных мер, параметризованных одномерными
частотами, сумма которых равна единице, и стра-
та мер с нулевыми частотами. Однако все извест-
ные до сих пор доказательства (см. об этом [3]) не
элементарны и не вскрывают близости этих за-
дач. Эта связь действительно нетривиальна, и ос-
новную роль в ее объяснении играют динамиче-
ские свойства алгоритма RSK, который и позво-
ляет построить нужное поднятие графа Q-таблиц
до графа Шура–Вейля.

Использование Q-таблиц алгоритма RSK для
накрытия бернуллиевскими мерами центральных
мер для графа Юнга было впервые рассмотрено в
[9], изоморфизм этого соответствия доказан в
[10]. Но вложение, о котором сказано выше, не
было замечено; в то же время внимательный ана-

τF

τ ∞X τ( )T
τF

τ( )T
τF

∞X

τ
τ τ�
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X τ, τ'

τ ⊂') (Ab X
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лиз показывает, что метод возмущений позволяет
доказать и саму теорему об абсолюте, т.е. дока-
зать, что таким образом получаются все эргодиче-
ские центральные меры. Для конечнострочечных
таблиц Юнга этот результат неявно содержится в
работе [5].
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