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1. Пусть  – пространство
Шварца, наделенное метризуемой топологией
проективного предела банаховых пространств
Ck[ak;  где  – последователь-
ность отрезков, исчерпывающая конечный или
бесконечный интервал  вещественной пря-
мой. Известно, что  – пространство Фреше.

Обозначим через W замкнутое и инвариантное
относительно оператора дифференцирования D =

=  (короче, D-инвариантное) подпространство

пространства  Резидуальный промежуток
 подпространства W определяется как мини-

мальный из всех относительно замкнутых в 
непустых промежутков  со свойством  где

(1)

Существование  впервые было установлено в
[1, теорема 4.1]; этот факт также нетрудно вывести
из общей двойственной схемы, примененной на-
ми при исследовании задачи спектрального син-
теза для оператора  в  [2].
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Пусть  – последовательность кратных точек
комплексной плоскости с единственной предель-
ной точкой в бесконечности и  – последо-
вательность экспоненциальных одночленов, по-
строенная по множеству показателей  (точке

, которая встречается в этой последовательно-
сти k раз, соответствует набор функций 

…, ). Обозначим символом 
плотность Берлинга–Мальявена последователь-
ности  (см., например, [3, IX.D.2]). Согласно хо-
рошо известной теореме Берлинга–Мальявена о

радиусе полноты ([3, X.B.3]), если ,

то в  имеются нетривиальные D-инвариант-
ные подпространства W, для которых спектр суже-
ния оператора дифференцирования 
дискретен и равен , а запас всех экспоненци-
альных одночленов, содержащихся в , есть, со-
ответственно, . При этом 
где  – длина резидуального промежутка 

Задача спектрального синтеза для оператора
дифференцирования D в пространстве 
(см. [1]): выяснить, допускает ли заданное нетри-
виальное -инвариантное подпространство W с
дискретным спектром  представление

(2)
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Это представление обобщает возможность спек-
трального синтеза в классическом смысле: W =
= . Оно было предложено авторами
работы [1] из-за наличия в пространстве 
нетривиальных D-инвариантных подпространств
вида (1), спектр которых пуст.

Исследования возможности спектрального
синтеза в слабом смысле (2) привели к следую-
щим результатам.

Т е о р е м а  A [2, следствие 2, замечание 3; 4,
теоремы 1.1, 1.2]. Пусть  – -инвариантное под-
пространство с дискретным спектром  и ре-
зидуальным промежутком 

1) Если , то  допускает сла-
бый спектральный синтез, т.е. имеет вид (2).

2) Если , то .

3) Среди -инвариантных подпространств с дис-
кретным спектром  и резидуальным проме-
жутком  длины  имеются как подпро-
странства, допускающие слабый спектральный син-
тез (2), так и подпространства, не допускающие
представления (2).

Из теоремы A следует, что D-инвариантное
подпространство W с конечным спектром допус-
кает слабый спектральный синтез (2), более того, в
этом случае W есть прямая сумма (алгебраическая
и топологическая) замкнутых подпространств

 и :

(3)

(см. [1, предложение 6.1]).
В настоящей работе мы изучаем условия, при

которых представление в виде прямой суммы (ал-
гебраической и топологической):

(4)

справедливо для D-инвариантного подпростран-
ства вида (2) с бесконечным спектром.

2. Алгебра Шварца  определяется как образ
сильного сопряженного  к пространству 
при преобразовании Фурье–Лапласа

С топологией и линейной структурой, индуциро-
ванными из , алгебра  может быть внутренне
описана как индуктивный предел последователь-
ности банаховых пространств , где каждое
пространство  есть совокупность всех целых
функций , для которых конечна норма
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Функция  называется медленно убываю-
щей (slowly decreasing function), если существует
a > 0, такое, что

(5)

Медленное убывание  равносильно тому,
что главный идеал, алгебраически порожденный
этой функцией в , замкнут (см. [5, 6]).

Пусть, как и выше,  – комплексная по-
следовательность с единственной предельной точ-
кой в бесконечности, причем . Это
условие, согласно цитированной в предыдущем
пункте теореме о радиусе полноты, эквивалентно
существованию в алгебре  ненулевой функции ,
обращающейся в нуль на Λ. Для последовательно-
сти  введем новую характеристику .

Полагаем  если  не является нуле-
вым подмножеством никакой медленно убываю-
щей функции . В противном случае, 
определяется как инфимум множества всех поло-
жительных чисел a, таких, что в алгебре  имеет-
ся медленно убывающая функция  экспоненци-
ального типа , равная нулю на 

Из самого определения величины  следу-
ет, что всегда  При этом неравен-
ство может быть и строгим. Более того, возможна
ситуация, когда для последовательности  выпол-
нены соотношения  и  Рас-
смотрим соответствующий

П р и м е р. Определим последовательность ,
состоящую из точек j2, , ..., каждая из кото-
рых повторяется в последовательности  раз.
Из леммы 2 работы [7], с учетом замечания 1 и
леммы 1 этой же работы, нетрудно вывести, что

 С другой стороны, для любого 
найдется измеримая последовательность , та-
кая, что  и  А именно, поло-

жим , где , .

Отметим, что характеристика  по-види-
мому, является новой. Было бы интересно и по-
лезно получить ее описание в каких-либо “гео-
метрических” терминах.

Нами установлено, что в вопросе о представ-
лении -инвариантного подпространства, опре-
деляемого формулой (2), в виде прямой суммы
(4), величина  играет ту же роль, что и плот-
ность Берлинга–Мальявена в теореме A. Ниже
сформулированы соответствующие утверждения
(теоремы 1, 2, 3).

ψ ∈ 3

−

∀ ∈ ∃ ∈ − ≤ + ,
ψ ≥ + .

' : ' ln(2 )

( ') ( ') a

x x x x a x

x a x

R R

ψ ∈ 3

3

Λ = λ{ }j

Λ < +∞( )BMD

3 ϕ

Λ Λ( )sdD

Λ = +∞,( )sdD Λ

ϕ ∈ 3 Λ( )sdD

3

ϕ
πa Λ.

Λ( )sdD
Λ ≤ Λ .( ) ( )BM sdD D

Λ
Λ =( ) 0BMD Λ = +∞.( )sdD

Λ
= ,2 3j

/3 2[ ]ln j

Λ = +∞.( )sdD ε > 0
Λ''

Λ ⊂ Λ'' Λ = ε.( '') 2BMD

Λ = Λ ∪ Λ'' ' −Λ = ε 1' { }n ∈ Zn

Λ ,( )sdD

D

Λ( )sdD



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 498  2021

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СИНТЕЗИРУЕМЫХ ИНВАРИАНТНЫХ 7

Рассмотрим -инвариантное подпростран-
ство W вида (2) с дискретным спектром  и
резидуальным промежутком 

Т е о р е м а  1. Предположим, что .
Тогда
а) если  и справедливы соотноше-

ния

(6)

то  представляется в виде (4);
б) если , то представление (4)

не имеет меcта; иными словами, включение
 ⊂ W – собственное.

Обратно, если  представляется в виде (4), то
 и справедливы оба соотношения (6).

Т е о р е м а  2. Предположим, что  и
включение  не компактно.

Тогда справедливы оба прямых утверждения,
а) и б) теоремы 1.

Обратно, верна импликация: если  представ-
ляется в виде (4) и  (или ), то |IW| ≥
≥  и справедливо первое (или, соответ-
ственно, второе) из соотношений (6).

Т е о р е м а  3. Предположим, что 
(либо ).

Представление (4) для подпространства  име-
ет место тогда и только тогда, когда 
и выполнено первое (соответственно, второе) из
соотношений (6).

3. Для дальнейшего изложения нам понадо-
бится пространство Шварца , где I – произ-
вольный промежуток. Пространство  состоит
из всех бесконечно дифференцируемых на I
функций и снабжено метризуемой топологией
проективного предела банаховых пространств,
аналогично случаю, когда  Например,
если  то  – проективный предел бана-
ховых пространств ; если  ,
то  – проективный предел банаховых про-
странств 

Пространство  – полное и метризуемое,
т.е. пространство Фреше. Сильное сопряженное
пространство  состоит из всех распределе-
ний , носители которых содержатся в I.

Рассмотрим последовательность  такую,
что соответствующая система экспоненциальных
одночленов  не полна в  Обозначим
замыкание множества  в пространстве

 символом  С топологией, индуциро-

D
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%( )I Λ, .( )E I

ванной из , подпространство  само
становится пространством Фреше.

Пусть W – D-инвариантное подпространство в
 со спектром  и резидуальным промежут-

ком ; и пусть  – опера-
тор сужения, ставящий в соответствие каждой
функции  ее сужение на промежу-
ток 

П р е д л о ж е н и е  1. Для того чтобы D-инва-
риантное подпространство W, определенное соот-
ношением (2), представлялось в виде прямой суммы
(4), необходимо и достаточно, чтобы оператор
сужения U был линейным топологическим изомор-
физмом.

Согласно теореме Пэли–Винера–Шварца [8,
теорема 7.3.1], образ  сильного сопряжен-
ного пространства  при преобразовании Фу-
рье–Лапласа  есть пространство целых функ-
ций экспоненциального типа , определяемое
как индуктивный предел последовательности ба-
наховых пространств . В случае, когда 
пространство  состоит из всех целых функций

, для которых конечна норма

Если же, скажем, , то

где , . Для про-
межутков I другого вида все определения даются
с очевидными изменениями.

Вложения  вполне непрерывны, по-
этому , как и алгебра Шварца , есть локаль-
но-выпуклое пространство типа . Кроме
того,  – топологический модуль над кольцом
многочленов .

Пусть промежутки I и  не пусты и удовлетво-
ряют условиям: , . Привле-
кая рассуждения с использованием следствия из
теоремы 7 работы [9], аналогичные проведенным
в работе [10], выводим следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е  2. Для того чтобы оператор
сужения

был линейным топологическим изморфизмом, необ-
ходимо и достаточно, чтобы была разрешима сле-
дующая интерполяционная задача: для любой функ-

%( )I Λ,( )E I

;%( )a b − Λ( )i
WI : Λ, ; → Λ,( ( )) ( )WU E a b E I
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ции  существует функция  та-
кая, что разность  обращается в нуль на .

Пусть, как и выше,  – конечный или
бесконечный промежуток (символ “” может
быть как круглой “(”, так и квадратной “[” скоб-
кой, аналогичный смысл имеет символ “”). С
учетом всего сказанного выше, основные резуль-
таты (теоремы 1–3) вытекают из следующего
утверждения.

Т е о р е м а  4. Пусть последовательность  и
промежуток  таковы, что экспоненциальная си-
стема  не полна в .

I. 1) Если  и выполнены оба соотно-
шения (6), то интерполяционная задача из предло-
жения 2 разрешима для пары пространств  и

.
2) Если  или , то ин-

терполяционная задача из предложения 2 не разре-
шима ни для какой пары пространств  и .

3) Если  и выполнено первое (второе)
из соотношений (6), то интерполяционная задача
из предложения 2 разрешима для пары пространств

 (соответственно, ) и .
II. Предположим, что существует промежуток ,

удовлетворяющий условиям: ,  –
такой, что  (или ) и для пары про-

странств  и  разрешима интерполяцион-
ная задача из предложения 2.

Тогда ,  и выполнено
первое (соответственно, второе) из соотношений
(6).

4. Заключительные замечания.
1. Если  (или ), то выпол-

нение первого (или, соответственно, второго) из
соотношений (6), в совокупности с требованием

, представляет собой необходимое и
достаточное условие разрешимости интерполя-
ционной задачи из предложения 2 для пары про-
странств  и .

2. В настоящий момент нам не известно, суще-
ствует ли для заданного конечного промежутка I
последовательность , удовлетворяющая со-
отношениям (6) и такая, что , а ин-
терполяционная задача из предложения 2 не раз-
решима для пары пространств  и . Однако
нами построена функция  со следующими
свойствами: F не является медленно убывающей,

, где  – нулевое множество
функции .

3. В связи с приведенными в настоящей работе
результатами (теоремы 1–4) представляет инте-
рес умение определять, является ли заданная по-

Ψ ∈ 3( ')I ψ ∈ 3( )I
Ψ − ψ( ) Λ

= ;I c d

Λ
I

Λ% ( )xp %( )I
π Λ <2 ( )sdD I

3

3( )I
π Λ >2 ( )sdD I Λ = +∞( )sdD

3( ')I 3( )I

Λ < +∞( )sdD

( )−∞;3 ( d ( );+∞3 )c 3( )I
'I

≠ ∅' \I I ∂ ∩∂ ≠ ∅'I I

∈
∈sup '

t I
I

∈
∈inf '

t I
I

3( ')I 3( )I

Λ < +∞( )sdD π Λ ≤2 ( )sdD I

= −∞;(I d = ;+∞)I c

Λ < +∞( )sdD

3 3( )I

Λ ⊂ C

π Λ =2 ( )sdD I

3 3( )I
∈ 3F

Λ = Λ( ) ( )BM F sd FD D ΛF
F

следовательность ,  нулевым
(под-)множеством медленно убывающей функции?
В работе [11] нами получен ряд результатов в этом
направлении. Например, используя тот же подход,
что и в [11], можно показать, что для последователь-
ности , удовлетворяющей обоим неравен-
ствам (6), требование  влечет следую-
щее соотношение:

где  – число точек последовательности
 в промежутке 
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SUBSPACES OF THE SCHWARTZ SPACE
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We consider the differentiation-invariant subspace W in the Schwartz space  which admits weak
spectral synthesis. We obtain the conditions under which W is represented as the direct (algebraical and to-
pological) sum of its residual subspace and the closed subspace spanned by the set of exponential monomials
contained in W.
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