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ВВЕДЕНИЕ

Интерес к задачам в перфорированных обла-
стях возник в связи прикладными задачами био-
логии, механики и инженерии. Работы, посвя-
щенные асимптотическому анализу таких задач,
см., например, [1–5] и библиографию в этих рабо-
тах. Особенно интересно изучать задачи, в кото-
рых может не выполняться теорема единственно-
сти. В таких задачах проводится усреднение соот-

ветствующих аттракторов (см. рис. 11, например).
Аттракторы характеризуют всю динамику рас-
сматриваемой модели (см., например, моногра-
фии [6–8] и ссылки в них). В работе [9] изучалось
усреднение аттракторов скалярных эволюцион-
ных уравнений с диссипацией в периодически
перфорированной области. В настоящей работе
мы рассматриваем начально-краевую задачу для
системы нелинейных дифференциальных урав-
нений с быстро осциллирующими членами в пер-
форированной области с третьим краевым усло-
вием на границе полостей.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Пусть  – ограниченная область в , , с
кусочно-гладкой границей . Пусть  – об-

ласть, принадлежащая , такая, что 
является компактом, диффеоморфным шару.

Пусть  и M – некоторое множество, вве-
дем следующее обозначение: δM = .
Предположим, что  достаточно мало, чтобы
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Для  определим

Определим область  и
множество допустимых индексов

Заметим, что , где  – некоторая по-
стоянная. Рассмотрим область

Введем следующие обозначения:

Мы изучаем асимптотическое поведение тра-
екторных аттракторов начально-краевой задачи

(1)

где ,  и g = ,
ν – вектор единичной внешней нормали к грани-
це. Функция  такая, что 0 < a0 ≤
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а функция  имеет среднее  при

 в пространстве , т.е.

(2)

для любой функции . Матрица кросс–
диффузии H – это квадратная матрица размера
N × N с постоянными коэффициентами, имеющая

положительную симметричную часть  ≥

≥ αI, где , а I – единичная матрица порядка
N. Отметим, что матрица H не обязательно сим-
метрична, также отметим, что принцип максиму-
ма может не выполнятся для нашей задачи.

Для вектор-функции  будем считать, что

функции  и имеют сред-

ние  в пространстве  при ,
т.е.

(3)

для любой функции  и для всех
.

В работе [10] приведены примеры функций вида

 и , которые удовлетворяют условиям

усреднения (2) и (3).

Здесь  – диагональная матрица с ограни-
ченными элементами вида

где  – 1-периодические по 
функции такие, что

(4)

с некоторыми постоянными b0,  для всех ,
2, ..., N.

Обозначим также вектор
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..., bNN(x, y) – через .
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Рис. 1. Аттрактор.
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БЕКМАГАНБЕТОВ и др.

(5)

(6)

где  для всех . Для определенности
будем считать, что  ≥ … ≥ . Заме-
тим, что выполнение условия Липшица для
функции  относительно  не предполагается.

Введем следующие обозначения для про-
странств , , V :=
:= ,  – множество всех
вектор-функций из  с нулевым следом
на . Нормы в этих пространствах определяют-
ся, соответственно, следующим образом:

Напомним, что  – двойственное
пространство к пространству V, кроме того,  –
двойственное пространство для .

Пусть  для всех . Будем ис-

пользовать следующие векторные обозначения
 и , а также определим

пространства

Как и в [7], будем исследовать слабые решения
начально-краевой задачи (1), т.е. функции

которые удовлетворяют задаче (1) в смысле обоб-
щенных функций, т.е.
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для любых функций . Здесь 
означает скалярное произведение векторов y1,

.

Если , тогда из условия (5)
следует, что . В то же вре-
мя, если , тогда

 . 
Поэтому для произвольного слабого решения

 задачи (1) имеем

Из теоремы вложения Соболева следует, что

где пространство , 

и  для всех  (собо-

левское пространство с отрицательным показате-
лем). Следовательно, для любого слабого решения

 задачи (1) имеем .

З а м е ч а н и е  1. Существование слабого ре-
шения  задачи (1) для любой функции

 и фиксированного ε, такого, что  =
= U(x), может быть доказано стандартным спосо-
бом (см., например, [6]). Это решение может быть
не единственным, поскольку функция  удо-
влетворяет условиям (5), (6) и для нее не предпо-
лагается выполнение условия Липшица относи-
тельно .

Для удобства будем опускать индекс ε в обо-
значениях пространств, там, где это не вызывает
непонимания. Положим , ,

 и  и определим
банаховы пространства для каждого отрезка
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(8)

с нормой

(9)

Положив , получаем, что
, а если , тогда .

Далее обозначим

а через  множество всех слабых решений зада-
чи (1). Напомним, что для любой функции 
существует хотя бы одна траектория  та-
кая, что . Следовательно, простран-
ство траекторий  задачи (1) не пусто и доста-
точно велико.

Ясно, что  и пространство траекто-
рий  является трансляционно-инвариантным,
т.е. если , тогда и  для любых

. Далее, используя норму пространства
, определим метрики  в про-

странствах  следующим образом:

Эти метрики порождают топологию  в про-
странстве  (соответственно  в ). На-

помним, что последовательность  схо-
дится к функции  при  в , если

  для любого .

Топология  метризуема и соответствующее
метрическое пространство является полным. Мы
рассматриваем топологию в пространстве траекто-
рий  задачи (1). Полугруппа сдвигов , дей-
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ствующая на , непрерывна в рассматриваемой
топологии .

Определим ограниченные множества в , ис-
пользуя банаховы пространства

(10)

 – подпространство пространства .

Рассмотрим полугруппу сдвигов  на 
, .

Пусть  означает ядро задачи (1), которое со-
стоит из всех слабых решений , ограни-
ченных в пространстве

Имеет место

Л е м м а  1. При выполнении условий (5), (6) за-
дача (1) имеет траекторные аттракторы  в то-
пологическом пространстве . Множество 
равномерно (по ) ограничено в  и ком-
пактно в . Более того,

ядро  – непусто и равномерно (по ) ограни-
чено в . Напомним, что пространства  и  за-
висят от ε.

Доказательство этого предложения практиче-
ски полностью совпадает с доказательством, при-
веденным в [8], для более частного случая. Суще-
ствование поглощающего множества, ограничен-
ного в  и компактного в , доказывается так
же, как и в [7].

2. УСРЕДНЕНИЕ АТТРАКТОРОВ

Чтобы определить “странный член” (потенци-
ал в предельном уравнении), рассмотрим задачу
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БЕКМАГАНБЕТОВ и др.

где матрица  и вектор  были опреде-
лены выше. В этой задаче переменная  играет
роль медленного параметра. Определим предель-
ный потенциал по следующей формуле:

(11)

Усредненная (предельная) задача имеет следу-
ющий вид:

(12)

где  – диагональная матрица с элементами
, . Очевидно, что задача (12) также

имеет траекторный аттрактор  в пространстве тра-
екторий , соответствующем задаче (12), и

где  – ядро задачи (12) в .
Имеет место следующее утверждение о сходи-

мости.
Т е о р е м а  1. В топологическом пространстве
 справедливо предельное соотношение

Более того

З а м е ч а н и е  2. Напомним, что пространства
в теореме 1 зависят от ε. Все функции могут быть
продолжены внутрь отверстий с сохранением со-
ответствующих норм.

Если рассмотреть уравнения реакции–диффу-
зии, для которых имеет место теорема единствен-
ности в задаче Коши. Для этого достаточно пред-
положить, что нелинейный член  в системе
уравнений (1) удовлетворяет условию

(13)

(см. [7]). В [7] было доказано, что если выполне-
но (13), тогда уравнения (1) и (12) генерируют ди-
намические полугруппы в H, имеющие глобаль-
ные аттракторы  и , ограниченные в про-
странстве  (см. также [8]). Пусть

При этом выполняется следующее

С л е д с т в и е  1. В условиях теоремы 1 имеет
место предельное соотношение
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ON ATTRACTORS OF REACTION–DIFFUSION EQUATIONS 
IN A POROUS ORTHOTROPIC MEDIUM
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Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

In the paper we study a system of reaction–diffusion equations in a perforated domain with rapidly oscillating
terms in the equation and in the boundary conditions. A nonlinear function in the equations may not satisfy
the Lipschitz condition and hence, the uniqueness theorem for the corresponding initial–boundary value
problem for the considered system of reaction-diffusion equations may not be satisfied. It was proved that the
trajectory attractors of this system weakly converge in the corresponding topology to the trajectory attractors
of the homogenized reaction-diffusion system with a “strange term” (potential).

Keywords: attractors, homogenization, reaction-diffusion equation, nonlinear equations, weak convergence,
perforated domain, rapidly oscillating terms, strange term
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