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Мы рассматриваем вероятностные решения
задачи Коши для уравнения Фоккера–Планка–
Колмогорова следующего вида:

(1)

где  – борелевская вероятностная мера на ,
коэффициент  не зависит от t и

. Пусть . Вероятностным реше-
нием задачи (1) называется семейство борелев-
ских вероятностных мер  на , борелев-
ски измеримое по  и удовлетворяющее равенству

для всякого  и всякой функции .
Отметим, что в рассматриваемой ситуации глад-
кого сноса b существует такая бесконечно гладкая
положительная функция  на , что
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 для почти всех  и функция 
является классическим решением уравнения Фок-
кера–Планка–Колмогорова.

Далее мы используем обозначения

и записываем уравнение (1) для меры μt = 
следующим образом:

Вопрос о единственности вероятностного реше-
ния данной задачи был поставлен еще А.Н. Колмо-
горовым (см. [1, 2]). Известные достаточные усло-
вия единственности и примеры неединственности в
размерности  приведены в [3, глава 9]. Про-
блема единственности в одномерном случае (d = 1)
была рассмотрена такими классиками, как
У. Феллер [4], К. Иосида [5] и Э. Хилле [6], но в
иной постановке, связанной с полугруппами. В
недавних работах [7, 8] показано, что в одномер-
ном случае для всякой локально ограниченной
борелевской функции , не зависящей от времени ,
вероятностное решение единственно. В той же
работе впервые построен пример неединственно-
сти для d = 2. В одномерном случае в [8, замеча-
ние 4.6] приведен пример уравнения Фоккера–
Планка–Колмогорова, для которого задача Ко-
ши не для всех начальных вероятностных условий
имеет вероятностное решение. В [3, глава 9] при

 и в [8] при  примеры неединственности
вероятностных решений построены для очень
специальных начальных условий, причем специ-
альный вид начального условия существенно ис-

μ = ,�( )t x t dx ∈ ,(0 )t T �

= Δ + ,∇ , = Δ −* div( )Lu u b u L u u bu

,( )x t dx�

∂ = .� �*t L

≥ 3d

b t

≥ 3d ≥ 2d

УДК 517.955

МАТЕМАТИКА

1Московский государственный университет
имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия
2Национальный исследовательский университет 
“Высшая школа экономики”, Москва, Россия
3Православный Свято-Тихоновский гуманитарный 
университет, Москва, Россия
4Московский центр фундаментальной и прикладной 
математики, Москва, Россия
*E-mail: vibogach@mail.ru



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 498  2021

О НЕЕДИНСТВЕННОСТИ ВЕРОЯТНОСТНЫХ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ КОШИ 17

пользуется в построении. Оставалось неясным,
может ли задача Коши (1) иметь несколько веро-
ятностных решений для каждого вероятностного
начального условия. В настоящем сообщении мы
даем положительный ответ на этот вопрос.

Пусть . Положим

где ,  и

Если d = 2, то компонента  отсутствует.
Т е о р е м а  1. Для всякой вероятностной меры 

задача Коши (1) с коэффициентом сноса b = 
(или  в случае d = 2) и начальным условием

 имеет бесконечно много линейно независимых ве-
роятностных решений.

Положим

Если d = 2, то .
Пусть сначала . Даже для та-

ких  ранее не было известно примеров неедин-
ственности. Построим бесконечно много линей-
но независимых вероятностных решений задачи
Коши в виде произведений

где

и , , .
Ясно, что функция  удовлетворяет

уравнению  с начальным условием .
Для построения  и  нам потребуются некоторые
вспомогательные утверждения из [3, глава 5] о по-
лугруппах, порождаемых операторами  и .

Несложно проверить, что стандартные гаус-

совские меры  и  с плотностями  и

 удовлетворяют уравнениям

Согласно [3, теорема 5.2.2], оператор  порожда-
ет сильно непрерывную субмарковскую опера-
торную полугруппу  в , причем мера 
субинвариантна для , т.е. интеграл от  по ме-
ре  не превосходит интеграл от f для всех огра-
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ниченных измеримых функций . Согласно [3,
задача 4.5.7] (полное решение этой задачи приведе-
но в [8]), мера  не инвариантна для операторов .
В силу [3, теорема 5.4.5] для всякого  су-
ществует непрерывная по  версия

, задаваемая равенством

где функция k является гладкой и положительной
на . Именно с такой версией  мы
работаем дальше. Выражение

определяет сопряженную полугруппу на мерах,
причем

Согласно [8, следствие 2.5], для всякой вероят-
ностной меры  не все меры  являются веро-
ятностными. Положим , т.е.

Пусть

Л е м м а  1. Функция q отлична от константы,
бесконечно дифференцируема на [0, T], ,

 = 1,  при .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция 

является решением задачи Коши ,  = 1.
Коэффициенты оператора  и начальное усло-
вие бесконечно гладкие, что влечет гладкость
функции  вплоть до t = 0. Поясним это подроб-
нее. Пусть  – гладкие функции с компактным
носителем, которые поточечно сходятся к 1, при-
чем  на , . Функции hj =

=  сходятся к  при каждом  в . Со-
гласно [8, лемма 2.2], функция  равна пределу ре-
шений  краевых задач ,  =
= , . При достаточно боль-
шом m решения этих краевых задач являются глад-
кими на , а в силу локальных апри-
орных оценок (см. [9, теорема 10.1]) предельные
функции  также являются гладкими и их произ-
водные по  и  всякого фиксированного порядка
равномерно ограничены по  на всяком множе-
стве вида .

Следовательно, предельная функция  являет-
ся гладкой вплоть до t = 0. В частности, функция

 бесконечно дифференцируема на
. Пусть . Так как , то

≥ 0f
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БОГАЧЕВ и др.

Таким образом, функция q убывает, поэтому .
Заметим, что

Следовательно,  при . Функция 
отлична от константы, так как  и 
при . Последнее вытекает из того, что если

 при некотором , то  при ,
поэтому мера  инвариантна.

Оператор  порождает полугруппу Орнштей-
на–Уленбека  на . Для всякой вероят-
ностной меры  соответствующая полугруппа

 на мерах задает вероятностное решение 
уравнения  с начальным условием

. Положим

Заметим, что при каждом  функция  являет-
ся вероятностной плотностью, а функция  не
является вероятностной плотностью. Для постро-
ения вероятностного решения нам необходимо
задать функцию  так, чтобы произведение 
стало вероятностной плотностью. Кроме того,
меняя множитель , мы построим бесконечно
много линейно независимых вероятностных ре-
шений. Решение  построим в виде суммы двух
функций  и , где функция  – вероятностное
решение уравнения  с начальным усло-
вием  (это решение фиксировано для
дальнейшего), а функция  – некоторое специаль-
ное неотрицательное интегрируемое решение урав-
нения  с начальным условием  = 0, ко-
торое далее будет меняться, причем

Вероятностное решение  существует согласно
[3, следствие 6.6.6]. Действительно, функция 
является функцией Ляпунова для оператора :

для нее имеем , ибо

Существование функции  обеспечивает следу-
ющая лемма, в которой применяется теория вы-
рождающихся параболических уравнений. Исполь-
зование вырождающихся уравнений для построе-
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ния примеров неединственности вероятностных
решений стационарного уравнения Колмогорова
было предложено в работе [10].

Положим

Л е м м а  2. Пусть  и  – гладкие неотрица-
тельные функции на , причем  = 0,

 при всех  и

Тогда существует бесконечно гладкая функция  на
, удовлетворяющая условиям

Более того,

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть . Сделаем
замену переменной  в задаче Коши

, . Тогда уравнение преобразует-
ся в вырожденное уравнение на прямоугольнике

:

(2)

где

Отметим, что после обратной замены перемен-
ной всякое неотрицательное решение  урав-
нения (2) дает неотрицательное решение 
исходного уравнения. Для каждого  инте-

грал функции  по отрезку  равен ин-

тегралу функции  по всей прямой.
Далее рассмотрим начально-краевую задачу

для уравнения (2). Уравнение вырождается на
границе, поэтому краевые условия должны ста-
виться лишь на части границы, обозначаемой че-
рез  и определяемой посредством функции Фи-
керы. Мы проверим, что в данном случае это дает
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обычные краевые условия, как и для невырож-
денного уравнения.

Напомним, что если уравнение имеет вид  +
+ bD + c = 0, то функция Фикеры определяется в
точках границы области, где  для внут-

ренней нормали , и равна , см. [11, гл. 1,
§ 1, § 5, теорема 1.5.1]. Поскольку коэффициент 
уравнения (2) при продолжении нулем вне интер-

вала  есть функция класса C2 на всей пря-

мой, равная нулю в концах интервала вместе с
производными первого и второго порядка, полу-
чаем, что функция Фикеры имеет вид ϕ(η) =
= , поэтому Σ2 =  > 0}.
Для выбранного выше коэффициента сноса 

боковые отрезки  и –  лежат в Σ2.

Таким образом, из теории вырожденных парабо-
лических уравнений (см. [11, 12]) следует, что
здесь можно поставить начальное условие при t = 0

и граничные условия при . Рассмотрим на-

чально-краевую задачу

(3)

Домножая уравнение на  с некоторой констан-
той , можно считать, что  для некото-
рой константы γ0. Далее, вычитая из решения V
некоторую гладкую функцию Q, можно свести за-
дачу к однородным граничным условиям. Теперь
применимо следствие теоремы 4 из [12]. Итак, су-
ществует гладкое решение V задачи (3). Кроме то-
го, для задачи (3) применима теорема 1.1.2 из [11],
по которой для решения V выполнен принцип
максимума, поэтому из неотрицательности  и 
следует неотрицательность V. Проверим, что
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Наконец, отметим, что 
и

что завершает доказательство.

Пусть теперь  – бесконечный набор гладких
линейно независимых неотрицательных функций
на отрезке , удовлетворяющих неравенствам

 для всех  и равенствам ,

 при всех . Для каждой пары

с помощью последней леммы построим решение
 и положим

Тогда соответствующие функции

(в случае d = 2 функции )
являются линейно независимыми решениями за-
дачи Коши

Обоснуем линейную независимость. По построе-
нию

Следовательно, линейная зависимость  привела
бы к линейной зависимости функций , что не-
возможно.

Теперь рассмотрим случай произвольного на-
чального условия ν. Пусть  и  – по-
строенные выше решения задачи Коши с началь-
ным условием . Из построения видно, что ре-
шения борелевски измеримы по a. Рассмотрим
функцию

Ясно, что  является вероятностным решением
задачи Коши
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БОГАЧЕВ и др.

Пусть , ,  – построенные вы-
ше функции для начальных условий , , ,
где . Тогда верны равенства

Умножая

на  и устремляя y к , получаем .
Следовательно, линейная независимость  вле-
чет линейную независимость . Таким образом,
построено бесконечно много линейно независи-
мых вероятностных решений задачи Коши.
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ON NON-UNIQUENESS OF PROBABILITY SOLUTIONS
TO THE CAUCHY PROBLEM FOR THE FOKKER–PLANCK–KOLMOGOROV 

EQUATION

V. I. Bogacheva,b,c,d, T. I. Krasovitskiia,d, and S. V. Shaposhnikova,b,d

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
b National Research University Higher School of Economics, Moscow, Russian Federation

c St.-Tikhon’s Orthodox University, Moscow, Russian Federation
d Moscow Center of Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS A.N. Shiryaev

In this paper we give a positive answer to the question about the possibility of existence of several probability
solutions to the Fokker–Planck–Kolmogorov equation for all initial conditions: we have constructed the first
example of an equation with the unit diffusion matrix and a smooth drift coefficient for which the Cauchy
problem with every probability initial condition has an infinite-dimensional simplex of probability solutions.

Keywords: Fokker–Planck–Kolmogorov equation, Cauchy problem, uniqueness of a probability solution
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