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Слоем К. Марангони называется одна из раз-
новидностей внутренних пограничных слоев (см.
работы [1], [2]), возникающих вблизи границы
раздела двух вязких сплошных сред (см. рис. 1).
Марангони в 1865 г. исследовал такое явление,
связанное с различием коэффициентов поверх-
ностного натяжения в средах, которое возникает
с изменением концентрации веществ или темпе-
ратуры.

Позже, в 1961 г., эффект Марангони был опи-
сан в терминах термогидродинамики С. Чандрасе-
каром. Вытекающие из этой теории задачи реша-
лись в ряде работ на физическом уровне строго-
сти. Математически строгий подход к решению
задач, связанных с эффектом Марангони, имеет-
ся, к примеру, в [3]. При этом применяется также
теория Л. Прандтля, весьма эффективная при
рассмотрении тонких слоев жидкости.

Во всех этих работах среда предполагается нью-
тоновской (см. также недавние работы [4–6]).
В данной работе излагаются результаты о кор-
ректной разрешимости задачи о слое Марангони
в нелинейно вязкой жидкости с реологическим
законом О.А. Ладыженской. Подобные задачи
для пограничного слоя типа Прандтля рассмат-
ривались в работах [7–10]. Задачи были исследо-
ваны с помощью преобразования Крокко в рабо-

тах [11, 12] и с помощью преобразования фон Ми-
зеса в [13].

Примером такой неньютоновской среды могут
служить некоторые виды лиотропных жидких
кристаллов (см., например, [14]).

Для исследования мы применяем преобразо-
вание Мизеса, которое переводит систему урав-
нений пограничного слоя в квазилинейное вы-
рождающееся параболическое уравнение.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО 

РЕЗУЛЬТАТА
Рассматривается модифицированная стацио-

нарная система уравнений двумерного движения
вязкой несжимаемой жидкости вида (см. [7])

(1)

где  – кинематическая вязкость,  – малая поло-
жительная постоянная,  – давление,  – плот-
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плотность равна единице); ,  – координаты, а
 и  – соответствующие этим направлениям

компоненты скорости. Далее компоненты скоро-
сти для удобства обозначим следующим образом:

и будем рассматривать систему уравнений (1) в
полуполосе Π = 

К уравнениям (1) добавляются граничные усло-
вия:

(2)

(3)

(4)

(5)

Условие (4) описывает поверхностное натяже-
ние жидкости на границе y = 0. Это условие явля-
ется отличительной особенностью задачи Маран-
гони от задачи Прандтля. Предполагается, что чис-

ло Рейнольдса  достаточно большое (число

 – малое). Вводя новые переменные

и новые неизвестные функции

преобразуем систему, группируя слагаемые по
порядку малости, относительно ε. Затем, возвра-
щаясь к старым переменным, убрав некоторые ма-
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граничного слоя, которая имеет следующий вид:
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Система уравнений (6), (7) рассматривается в об-
ласти

(8)

К уравнениям (6), (7) присоединяются гранич-
ные условия вида (2)–(5):

Имеет место следующая
Т е о р е м а  1. Пусть функции  и  удовлетво-

ряют системе (6), (7) в области D = {0 < x < X,
, непрерывны в  и удовлетворяют усло-

виям (2)–(5); пусть, кроме того, выполняются
неравенства

(9)

(10)

где Cj, , и  – некоторые положительные
постоянные. Тогда ,  – единственное решение за-
дачи (6), (7), (2)–(5) с указанными свойствами.

2. ПЕРЕМЕННЫЕ МИЗЕСА
Система уравнений (6), (7) с помощью замены

переменных (см. [7])
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Рис. 1. Пограничный слой Марангони на стенках.
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сводится к квазилинейному уравнению

(11)

где , в области G = {0 < x < X,
. Граничные условия (2)–(5) прини-

мают вид

(12)

(13)

(14)

Пусть в области  выполняется уравнение (11)
вместе с граничными условиями (12)–(14), тогда
справедлива

Т е о р е м а  2. Предположим, что выполнены
следующие условия:

(15)

и пусть существует постоянная C > 0, такая что

(16)

Тогда существует единственное решение задачи

(11)–(14), такое что w, , ,  непрерывны и

ограничены в замкнутой области .
На основе этой теоремы с помощью обратной

замены переменных получаем доказательство ос-
новного результата.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Определенный интерес представляют обобще-
ния рассмотренной задачи на случай электропро-
водных сред в магнитных полях различной на-
правленности и с учетом явлений теплопередачи
и параметров, зависящих от температуры.
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SYSTEM OF EQUATIONS FOR THE MARANGONI BOUNDARY LAYER 
IN MEDIA WITH RHEOLOGICAL LAW OF O.A. LADYZHENSKAYA

M. A. Kisatova

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

Оne studies the system of equations of the boundary layer of nonlinearly generalized Newtonian viscous f luid
with the O.A. Ladyzhenskaya law. To prove the corrected solution of the problem, we use the von Mises trans-
form method, which transform the system of equations of the boundary layer into a quasilinear degenerate
parabolic equation.
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