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Впервые дифференциально-разностное урав-
нение было изучено И. Бернулли [1] в задаче о не-
весомой натянутой струне конечной длины,
вдоль которой распределены равные и равноуда-
ленные массы. Рассмотренное им уравнение
встретилось при разработке теории звука и при-
влекло внимание многих других математиков
(см., например, [2] и имеющуюся там библиогра-
фию). В книге [3] приведен обширный материал
по теории линейных дифференциально-разност-
ных уравнений с постоянными коэффициента-
ми, часто встречающимися в теории автоматиче-
ского регулирования.

Изучение задач механики сплошных сред при-
вело в дальнейшем к рассмотрению дифференци-
ально-разностных уравнений с частными произ-
водными. В настоящее время достаточно полно
исследованы задачи для указанных уравнений в
ограниченных областях (см., например, [4, 5] и
имеющуюся там библиографию). В неограничен-
ных областях подробно изучены задачи для пара-
болических [6] и эллиптических дифференциаль-
но-разностных уравнений [7–11]. В частности, в
работах [10, 11] рассматриваются сильно эллипти-
ческие уравнения с нелокальными потенциалами
по одной из пространственных переменных, встре-
чающиеся в моделях нелинейной оптики. Гипербо-
лические дифференциально-разностные уравне-
ния ранее были исследованы для случая, когда
операторы сдвига в уравнении действуют по пе-

ременной времени [12]. В работах [13–15] рас-
смотрены гиперболические дифференциально-
разностные уравнения, содержащие суперпози-
ции дифференциальных операторов и операторов
сдвига по пространственной переменной.

В настоящей работе рассмотрим в полуплос-
кости  гиперболическое диффе-
ренциально-разностное уравнение, согласно тер-
минологии [3], содержащее сумму дифференци-
ального оператора и оператора сдвига по
пространственной переменной

(1)

где a, b,  – заданные вещественные числа.
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но-разностного оператора L уравнения (1) равна
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тор –L положительным, если выполняется усло-
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В дальнейшем будем считать оператор –L по-
ложительным.
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дой точке этой полуплоскости выполняется соот-
ношение (1).

Применив к равенству (1) преобразование Фу-
рье Fx, перейдем к двойственной переменной , и
с учетом формул

получим для функции  обыкно-
венное дифференциальное уравнение

(3)

характеристическое уравнение которого имеет
корни

где

(4)

(5)

Таким образом, общее решение уравнения (3)
определяется по формуле

где  и  – произвольные постоянные, за-
висящие от параметра . Положим  и

 = 0, тогда из последнего равенства будем
иметь
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На основании (8), рассуждая так же, как и в
[10], докажем теорему.

Т е о р е м а . При выполнении условия (2) функ-
ции

(9)

(10)

где  и  определяются равенствами (7), удо-
влетворяют уравнению (1) в классическом смысле.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим сначала
функцию (9) непосредственно в уравнение (1).
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При установленном выполнении неравенства
 и условии (2) вычислим теперь

С учетом найденных выражений 
и  из равенства (11) получим

Подставив найденные производные  и  в
уравнение (1), будем иметь

что доказывает утверждение теоремы для семей-
ства функций  при любом вещественном
значении параметра .

Аналогично проверим, что и функция (10) удо-
влетворяет уравнению (1) в каждой точке полу-
плоскости . Вычислим
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Теорема доказана.

С л е д с т в и е. При выполнении условия (2) се-
мейство функций

где  и  определяются равенствами (7),
удовлетворяет уравнению (1) в классическом смыс-
ле при любых вещественных значениях параметров
α, β и ξ.

Выясним теперь, какому соотношению должны
удовлетворять коэффициенты уравнения a, b и
сдвиг h, чтобы выполнялось условие (2) для любого
вещественного значения . Рассмотрим функцию

 при . Производная этой
функции равна

Так как  при  и  при

, то производная неотрицательна на про-
межутке  при выполнении условия

(12)

тогда функция  при  не
убывает и принимает наименьшее значение, рав-
ное b > 0. В силу четности функции, это значение
является наименьшим для всех вещественных

. Тем самым мы показали, что усло-
вие (2), при котором справедлива теорема, вы-
полняется, если коэффициенты уравнения a, b и
сдвиг h удовлетворяют соотношению (12).
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WITH NONLOCAL POTENTIAL
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A three-parametric family of global solutions of a two-dimensional hyperbolic differential-difference equa-
tion with non-local potential is constructed. The theorem that the obtained solutions are classical is proved.
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