
54

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2021, том 499,
с. 54–57

ОПЕРАТОРНЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ЗАДАЧИ СТЕКЛОВА
В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ С БЫСТРО

МЕНЯЮЩИМИСЯ УСЛОВИЯМИ НА ГРАНИЦЕ
© 2021 г.   А. Г. Чечкина1,*

Представлено академиком РАН В.В. Козловым 18.01.2021 г.
Поступило 10.02.2021 г.

После доработки 21.05.2021 г.
Принято к публикации 31.05.2021 г.

Рассмотрена спектральная задачи типа Стеклова для лапласиана в неограниченной области с глад-
кой границей. Условие Стеклова быстро чередуется с однородным условием Дирихле на части гра-
ницы. Получены операторные оценки, с помощью которых изучено асимптотическое поведение
собственных элементов исходной задачи при стремлении малого параметра к нулю. Малый пара-
метр характеризует размер участков границы с условием Дирихле, расстояние между которыми
имеет порядок логарифма малого параметра в отрицательной степени.
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Большой интерес последнее время вызывает
задача Стеклова, зависящая от малого параметра
(см., например, [1–5]). Предполагается, что микро-
неоднородность сосредоточена на границе, ана-
логичные задачи см. [6–9]. В этой работе рассмат-
ривается задача в неограниченной области, у ко-
торой условие Стеклова быстро чередуется с
условием Дирихле на границе. Мы получаем опе-
раторные оценки для этой задачи, а также и для
аналогичной задачи в ограниченной области. Не-
которые интегральные оценки для подобных за-
дач см. в [10, 11].

Отметим, что техника операторных оценок,
впервые появившаяся в работах М.С. Бирмана,
Т.А. Суслиной, В.В. Жикова, С.Е. Пастуховой и
G. Griso (см. работы [12, 13], а также ссылки в
них), позволяет получать значительно более стро-
гие результаты (сходимость резольвент в соответ-
ствующих нормах) по сравнению с результатами,
получаемыми в теории сингулярных возмущений
и теории усреднения. Слабая и сильная сходи-
мость решений (из теории возмущений и теории
усреднения) влечет только частичные результаты
о сходимости спектра.

В настоящей работе рассмотрена задача в не-
ограниченной области, что приводит к суще-
ственному усложнению структуры спектра зада-

чи, при этом получены точные по порядку оцен-
ки скорости сходимости, которые позволяют с
помощью стандартных результатов спектральной
теории самосопряженных операторов в гильбер-
товых пространствах доказать результат о сходи-
мости спектра и соответствующих спектральных
проекторов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Пусть связная область  с непустой границей
лежит в пространстве  с локальными коорди-
натами . Предполагается, что граница
области  имеет гладкость  и равномерно огра-
ниченную кривизну. Отметим еще раз, что огра-
ниченность области  не предполагается.

Выберем на границе  точку  и назовем 
множество точек  таких, что , где s –
длина дуги от  до данной точки. Пусть sk =

=  , где δ ∈ (0, 1), , а  –
положительный малый параметр. Обозначим

.

Таким образом,  – часть границы  длины 2.
Обозначим оставшуюся часть границы за , т.е.

. Мы предполагаем, что  имеет в
окрестности  гладкость C3. При этом  состоит
из двух быстро чередующихся частей (см. рис. 1):
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 где , . Длина  = ε,

, .
Рассмотрим следующую сингулярно возму-

щенную спектральную задачу с краевым услови-
ем Стеклова:

(1)

где

Здесь , ,  – дей-
ствительнозначные функции, определенные в ,
а i – мнимая единица. Предполагаем, что Aij и

, ,  и все эти функции
равномерно ограничены на ,

где  – фиксированная константа. Через 
обозначена конормальная производная:
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где  – единичная внешняя нормаль к .

Основное требование к области  следующее.
В пространстве  введем полуторалинейную
форму:

Предполагается, что существуют такие констан-
ты  и , что для всех  верна
оценка

(2)

Имеет место
Л е м м а  1. Полуторалинейная форма

  :=  
определяет эквивалентное скалярное произведе-
ние в .

Обозначим через  пространство следов
функций из  на . Определим норму в

 как

Эта норма естественно возникает, если рассмат-

ривать пространство  как факторпро-
странство , где  – подпро-

странство , состоящее из функций с нуле-
вым следом на границе .

Для функций  неравенство (2) при-
нимает форму

и, следовательно, краевая задача

(3)

имеет единственное решение для каждого

.
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Рис. 1. Область Ω.
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ЧЕЧКИНА

Обозначим через :  опера-

тор, отображающий функцию  в ре-
шение U задачи (3). Можно заметить, что

Это дает возможность определить скалярное

произведение в пространстве .
Рассмотрим краевую задачу

(4)

где  – заданная функция. Задачу (4)
мы понимаем в обощенном смысле, решения
ищутся в соболевском пространстве , со-

стоящем из функций пространства  с нуле-
вым следом на . Решение задачи (4) – функция

, удовлетворяющая интегральному
тождеству

(5)

для любого . Имея в виду тождество
(5) и предположение (2), получаем, что задача (4)
имеет единственное решение.

Обозначим оператор в , отображаю-

щий каждую функцию  в след реше-
ния задачи (4) на границе , через . Ясно, что
эти следы равны нулю на . Тогда задача нахож-
дения собственных значений задачи (1) может
быть записана в виде

где  – след  на , а . В дан-
ной работе изучается спектр оператора .

Пусть  – тот же оператор, что и , но в слу-
чае , . Ясно, что оба этих опе-
ратора,  и  ограничены.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Первая теорема – об операторной сходимости.
Т е о р е м а  1. Операторы  и  являются

самоcопряженными в пространстве . Име-
ет место оценка
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где  – норма ограниченного оператора в про-

странстве , , .
Следующий результат — о сходимости спектра

оператора .
Т е о р е м а  2. Спектр оператора  сходится к

спектру . Спектральные проекторы оператора
 сходятся к спектральным проекторам операто-

ра . А именно, если  – дискретное собственное
значение оператора  кратности  при , то
существует ровно  собственных значений опера-
тора  с учетом кратности, сходящихся к  при

. И полный проектор этих собственных значе-
ний сходится в норме ограниченных операторов в

 к проектору на собственное подпростран-
ство, порожденное .
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OPERATOR ESTIMATES FOR THE STEKLOV PROBLEM IN UNBOUNDED 
DOMAIN WITH RAPIDLY CHANGING CONDITIONS ON THE BOUNDARY

A. G. Chechkinaa

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

In the paper one considers a spectral problem of the Steklov type for the Laplacian in an unbounded domain
with a smooth boundary. The Steklov condition rapidly alternates with the homogeneous Dirichlet condition
on a part of the boundary. There are obtained operator estimates with the help of which the asymptotic be-
havior of the eigenelements of the original problem is studied as the small parameter tends to zero. The small
parameter characterizes the size of the part of the boundary with the Dirichlet condition, the distance be-
tween which is of the order of the logarithm of the small parameter in the negative power.

Keywords: operator estimates, Steklov problem, boundary homogenization
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