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В рамках теории операторных косинус-функций и ее приложения находится решение и устанавли-
вается корректная разрешимость граничной задачи Дирихле для обобщенного уравнения Гельм-
гольца в полосе. Устанавливается критическая ширина полосы в зависимости от граничных усло-
вий. Применение этого результата к задаче по распространению тепла в двугранном углу позволяет
определить угол корректности этой задачи и указать закон распространения тепла в рассматривае-
мой области.
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Как известно [1–3], уравнение

(1)

, , называется в матема-
тической физике уравнением Гельмгольца.

Уравнение (1) занимает важное место в изуче-
нии физических процессов, причем в их описа-
нии существенную роль играет знак параметра .
Так, диффузии с реакцией распада молекул газа
соответствует . Случаю  соответствует
процесс с наличием размножения диффузионных
частиц.

С математической точки зрения свойства ре-
шения уравнений (1) также существенно зависят
от знака  при постановке краевых задач. Так, при

 имеет место однозначная разрешимость
уравнения (1) в классе непрерывных в замкнутой
области  функций, принимающих на грани-
це Σ заданное значение . Если же , то
единственности может не быть. Этот факт приво-
дит к задаче определения размеров области  (см.
[1, с. 462]).
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В настоящем сообщении исследуется коррект-
ная разрешимость задачи Дирихле для обобщен-
ного уравнения Гельмгольца, с применением ре-
зультатов к задаче (1), в интервале .

1. ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ 

ГЕЛЬМГОЛЬЦА

Рассматривается уравнение

(2)

где A – линейный замкнутый оператор, действу-
ющий в банаховом пространстве E, с областью
определения , плотной в E.

Ставится задача отыскания функции , со
значениями в , дважды непрерывно диффе-
ренцируемой, удовлетворяющей уравнению (2)
на отрезке [0, l] и условиям

(3)

О п р е д е л е н и е  1 [4–6]. Задача (2)–(3) на-
зывается к о р р е к т н о й, если она однозначно
разрешима для любых  и существует
константа , такая, что для всех решений
уравнения (1) справедливо неравенство

(4)
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Для  в [7] показано, что если оператор 
является генератором сильно непрерывной коси-
нус-функции , удовлетворяющей условиям

(5)

то задача (2)–(3) корректно разрешима в интерва-
ле 

(6)

В настоящем сообщении рассматривается слу-
чай  и доказывается

Т е о р е м а  1. Если в уравнении (1) оператор A
является генератором -косинус-функции с оцен-
кой (5), то на интервале , где  задается услови-
ями

(7)

задача (2)–(3) корректно разрешима и ее решение
имеет вид

(8)

где , I – тождественный оператор в E,

(9)

 – модифицированная функ-

ция Бесселя 1-го рода.

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Для доказательства теоремы достаточно полу-
чить представление (9).

Так как A – генератор сильно непрерывной ко-
синус–функции, то для его резольвенты справед-
ливо представление через преобразование Лапла-
са  ([8, с. 177])
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Из (10) следует равенство

(11)

где  – обратное преобразование Лапласа.

Применяя (11) к , получаем

Пользуясь таблицей преобразования Лапласа,
получаем соотношение

После дифференцирования получаем соотно-
шение (9).

Для определения порядка роста  сделаем

замену  под знаком интеграла в (9) и оценим

(12)
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Если , то очевидна оценка

(14)

Применение неравенства (5), (13), (14) в пред-
ставлении (9) дает оценку

(15)

Таким образом, порядок роста косинус-функ-
ции  равен . И, следовательно, поль-
зуясь (13), (14) для оператора , получаем оценку
(15) в случае .

Соответствующая оценка для  получается

аналогично, с учетом неравенства .
Это завершает доказательство теоремы.

З а м е ч а н и е  1. Для частного случая  и
оператора , где  порождает сильно непре-
рывную группу операторов , представление
(9) получено в [8] другим способом.

3. ПРИМЕНЕНИЕ 
К УРАВНЕНИЯМ ГЕЛЬМГОЛЬЦА

Рассмотрим граничную задачу Дирихле для
уравнения Гельмгольца в следующей постановке.

Ищется решение уравнения

(16)

, , ,
удовлетворяющее граничным условиям

(17)

 и  являются элементами банахова простран-
ства  равномерно непрерывных и ограни-

ченных с весом   функций с нормой

(18)

Зададим оператор A дифференциальным вы-

ражением  с областью определения D(A) =

=  и приведем задачу (16)–

(17) к виду (3)–(4).
Так, определенный оператор A является гене-

ратором косинус-функции
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(19)

с оценкой

(20)

показывающий выполнение условия (5) с поряд-
ком роста , равным .

Следовательно, задача (16)–(17) корректно
разрешима в пространствах  на интер-
вале ,

(21)

З а м е ч а н и е  2.
1. Если , , то (21) совпадает с анало-

гичным неравенством в [1, с. 462].
2. Если , , то интервал корректности

сужается в зависимости от увеличения концен-
трации вещества на границе.

3. Если , , то интервал корректности
может быть неограниченным, что совпадает с из-
вестными результатами.

4. О СТАЦИОНАРНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИИ 
ТЕМПЕРАТУРЫ ВНУТРИ ДВУГРАННОГО 

УГЛА. УГОЛ КОРРЕКТНОСТИ
Применим полученные результаты к задаче о

распределении тепла внутри двугранного угла ([9,
с. 133]), нахождения функции , ,

, являющейся решением уравне-
ния

(22)

удовлетворяющей граничным условиям

(23)

, ,  – действительные константы.
Замена ,  приводит (22)–(23) к виду

(24)
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Применяя соотношение (8) к (24)–(25) и воз-
вращаясь к переменным r,  с ограничениями
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(26)

получаем решение задачи (22)–(23) в виде

(27)

В силу теоремы 1, отсюда следует, что задача
(24)–(25), а вместе с ней и задача (22)–(23) кор-
ректны на интервале , который удовлетво-
ряют условиям (26).

Назовем его углом корректности. Интересно,
что увеличение параметра σ на границе влечет
уменьшение угла корректности. Так, при σ = 2 угол

корректности не должен превосходить .

Далее заметим, что если , , то имеют
место оценки

(28)

Таким образом, угол между гранями должен
удовлетворять условиям корректности, завися-
щим от граничных данных. В этом случае макси-
мум температуры аккумулируется на середине уг-
ла корректности и изменяется в зависимости от
расстояния  в соответствии с формулой (28), по-
казывающей, что при возрастании  угол между
гранями уменьшается.
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ON THE CORRECT SOLVABILITY OF THE DIRICHLET BOUNDARY VALUE 
PROBLEM FOR THE GENERALIZED HELMHOLTZ EQUATION IN A STRIP

V. A. Kostina, D. V. Kostina,b, and A. V. Kostina

a Voronezh State University, Voronezh, Russian Federation
b Voronezh State Pedagogical University, Voronezh, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS V.P. Maslov

Within the framework of the theory of operator cosine functions and its application, a solution is found and
the correct solvability of the Dirichlet boundary value problem for the generalized Helmholtz equation in the
band is established. The critical bandwidth is set depending on the boundary conditions. Applying this result
to the problem of heat propagation in a dihedral angle allows us to determine the angle of correctness of this
problem and specify the law of heat propagation in the considered region.

Keywords: strongly continuous cosine functions and transformation semigroups, boundary value problems,
correct solvability
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