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Рассматривается оператор Купмана, который порождается обратимым преобразованием простран-
ства с конечной счетно-аддитивной мерой. Если квадрат этого преобразования эргодичен, то орто-
гональный оператор Купмана будет симплектическим преобразованием на вещественном гильбер-
товом пространстве квадратично суммируемых функций с нулевым средним значением. Указан
бесконечный набор квадратичных инвариантов оператора Купмана, которые находятся попарно в
инволюции относительно соответствующей симплектической структуры. Для преобразований с
дискретным спектром и лебеговским спектром эти квадратичные инварианты функционально не-
зависимы и образуют полный инволютивный набор, что свидетельствует о свойстве полной инте-
грируемости преобразования Купмана.

Ключевые слова: оператор Купмана, эргодичность, симплектическая структура, квадратичные инва-
рианты, дискретный спектр, лебеговский спектр
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1. ОПЕРАТОР КУПМАНА

Пусть (M, μ) – пространство с конечной счет-
но-аддитивной мерой μ, а  – обрати-
мое сохраняющее меру преобразование. Пусть

 – гильбертово пространство веществен-
ных функций на M, интегрируемых по мере μ со
своим квадратом. Скалярное произведение функ-
ций f,  определяется по обычному правилу

Оператор Купмана  переводит
функцию  в функцию

Как известно, этот оператор ортогональный:

(1)

или, что то же самое, . Ясно, что λ = 1
всегда будет его собственным значением. Нену-
левые постоянные функции на M будут соответ-
ствующими собственными векторами.

: →T M M

,μ2( )L M

g

, = μ .( ) ( ) ( ) ( )
M

f g f x g x d x

: →2 2U L L
� ( )x f x

.� ( ( ))x f T x

= = ,* *U U UU I

− =1 *U U

Для нас существенное значение имеет след-
ствие (1): оператор  допускает квадратичный
инвариант . Другими словами,

Далее в качестве иллюстрации будут рассмат-
риваться два примера. Пусть  – -мерный тор

, а  – стандартная мера Ле-
бега на .

П р и м е р  1. , . В нерезо-
нансном случае (когда соотношение ,

,  влечет , ) отображение T
эргодично (теорема Г. Вейля). Соответствующую
дискретную динамическую систему часто назы-
вают каскадом Кронекера–Вейля.

П р и м е р  2. , где  – унимодуляр-
ная матрица с целочисленными элементами. Ес-
ли ни одно из собственных значений A не лежит
на единичной окружности комплексной плоско-
сти, то отображение T заведомо будет перемеши-
ванием. Классический пример: n = 2 и

Следует иметь в виду, что для преобразований из
примера 2 эргодичность эквивалентна переме-
шиванию.

U
= ,( )F f f
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В примере 1 функции , ,
являются собственными для соответствующего
оператора Купмана:

Они составляют ортогональный базис в .
Это простое наблюдение подразумевает рассмот-
рение пространства квадратично интегрируемых
функций с комплексными значениями. В веще-
ственном случае оператор Купмана имеет дву-
мерные инвариантные плоскости, натянутые на
векторы sin(m, x) и  ( ).

Если отображение T является перемешиванием
(или даже слабым перемешиванием), то спектр опе-
ратора Купмана “непрерывный” (более точно,
единственным собственным значением является

 и это собственное значение простое).
Основные факты спектральной теории опера-

тора Купмана содержатся, например, в [1, 2].

2. СИМПЛЕКТИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА
Перейдем к рассмотрению более общей ситуа-

ции. Пусть  – вещественное гильбертово про-
странство (случай  не исключается) со
скалярным произведением ( , ) и  – орто-
гональный оператор. Отображение , оче-
видно, допускает квадратичный инвариант  =
= (x, x).

Введем оператор

(2)

С учетом условий ортогональности (1)

Следовательно,  – кососамосопряженный опе-
ратор. Ввиду (1) его также можно представить в
виде

(3)

Оператору (2) отвечает билинейная кососим-
метрическая форма

(4)

Напомним, что эта форма называется невырож-
денной, если из  для всех  вытекает,
что x = 0. При условии невырожденности 2-фор-
ма (4) задает симплектическую структуру в  (ее
саму обычно называют симплектической струк-
турой).

Как известно, спектр ортогонального преоб-
разования лежит на единичной окружности. Из
(2) и (3) вытекает вырожденность оператора ,
если  является собственным значением
оператора U. Отметим простое

ϕ = ,exp[ ( )]m i m x ∈ nm Z

,αϕ = λ ϕ , λ = .( )i m
m m m mU e

2( )nL T

,cos( )m x ≠ 0m

λ = 1

*

< ∞dim*

: →U * *

�x Ux
( )F x

Ω = + − .( * )( )U I U I

Ω = − *.U U

Ω

Ω = − + = − − + .( )( * ) ( * )( )U I U I U I U I

, = Ω , = − , Ω .[ ] ( ) ( )x y x y x y

, =[ ] 0x y ∈y *

*

Ω
λ = ±1

П р е д л о ж е н и е  1. Если оператор U2 не име-
ет ненулевых собственных векторов с единичным
собственным значением, то 2-форма [ , ] невырож-
дена.

Действительно, пусть [ , ] вырождена и пусть
 для всех . Тогда  хотя бы

для одного . Это означает, что . Но
это эквивалентно равенству .

Т е о р е м а  1. Оператор U сохраняет 2-форму [ , ].
Надо доказать, что

С учетом (1) левая часть равна

Что и требовалось.
Таким образом, если 2-форма [ , ] невырожде-

на, то  – симплектическое пространство и
(по теореме 1) оператор  будет симплектиче-
ским. В конечномерном случае этот факт отмечен
в [3]. В частности,  четно.

Если  – оператор Купмана из п. 1, то 2-форма
[ , ] вырождена: оператор  оставляет на месте
постоянные функции. Чтобы поправить дело, надо
рассмотреть гильбертово пространство ,
ортогональное одномерному подпространству,
состоящему из постоянных функций. Другими
словами,  составляют квадратично суммируе-
мые функции с нулевым средним значением. Яс-
но, что оператор  отображает  в .

В частности, справедливо
П р е д л о ж е н и е  2. Пусть отображение

 эргодично. Тогда 2-форма [ , ] невы-
рождена на .

Действительно, тогда λ = 1 является простым
собственным значением соответствующего опе-
ратора Купмана . Значит, оператор U2

в  не имеет ненулевых собственных векторов с
собственным значением λ = 1. Остается восполь-
зоваться предложением 1.

Не стоит думать, что квадрат эргодического
преобразования всегда эргодичен. Однако в двух
примерах из п. 1 это заведомо так.

Итак, в общем случае (для каскадов с эргодиче-
ским квадратом) оператор Купмана  бу-
дет симплектическим оператором. Правда, инвари-
антная симплектическая структура зависит от
этого оператора.

Хорошо известно, что вещественный ортого-
нальный оператор, который одновременно явля-
ется симплектическим преобразованием, будет
унитарным оператором. Это означает, что в веще-

Ω , =( ) 0x y ∈y * Ω = 0x
≠ 0x −= 1Ux U x

=2U x x

Ω = Ω.*U U

− + = − + = Ω.* ( )( * ) ( *)( )U U I U I U I U I U

, ,( [ ])*

U

dim*

U
U

⊂2 2L̂ L

2̂L

U 2̂L 2̂L

: →2T M M

2̂L

: →2
2 2U L L

2̂L

: →2
2 2

ˆ ˆU L L
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ственном  можно ввести комплексную структуру
так, что действие U будет эквивалентно действию
унитарного оператора в комплексном пространстве

. Такая конструкция особенно просто выглядит
для операторов с дискретным спектром. Этот круг
вопросов обсуждается в [4] для вещественных ли-
нейных систем дифференциальных уравнений с
квадратичным инвариантом в гильбертовом про-
странстве с целью их представления в виде урав-
нения Шрёдингера.

3. КВАДРАТИЧНЫЕ ИНВАРИАНТЫ

Квадратичная форма ,  – инвари-
ант линейного отображения  тогда и толь-
ко тогда, когда

Оказывается, кроме исходного квадратичного
инварианта (когда ), это отображение до-
пускает целую серию квадратичных инвариантов,
которые находятся попарно в инволюции отно-
сительно симплектической структуры из п. 2.

Невырожденная кососимметрическая 2-фор-
ма  позволяет ввести скобку Пуассона на век-
торном пространстве непрерывных квадратич-
ных форм. Пусть

суть две такие формы (самосопряженные опера-
торы  и  ограничены). Их скобкой Пуассона

 называется квадратичная форма

(5)

Оператор  (как и операторы  и ) самосопря-
женный (симметрический и ограниченный). В част-
ности, квадратичная форма  также будет непре-
рывной.

Скобка { , } билинейна, кососимметрична и
удовлетворяет тождеству Якоби. В работах [5, 6]
скобка Пуассона определяется при более общих
предположениях.

Введем самосопряженные операторы

Т е о р е м а  2. Непрерывные квадратичные формы

(6)

суть инварианты отображения , причем

(7)

для всех .
Для доказательства инвариантности Fn надо

проверить равенство , или

2̂L

2̂L

,( )Bx x =*B B
�x Ux

= .*U BU B

=B I

,[ ]

= , = ,( )/2 и ( )/2f Fx x g Gx x

F G
{ , }f g

= , , = Ω − Ω .( )/2 гдеh Hx x H F G G F

H F G

h

= + + = + + ,
≥ .

[( )( * )] ( ) ( * )
0

n n n
nB U I U I U I U I

n

= ,( )/2n nF B x x

�x Ux

={ , } 0k lF F

, ≥ 0k l

=* n nU B U B

(8)

Действительно, ввиду ортогональности ,

Следовательно, левая часть (8) равна

Для доказательства инволютивности этих ин-
вариантов надо проверить равенство

(9)

Так как операторы ,  и  комму-
тируют между собой, то обе части равенства (9)
симметричны относительно  и . Что доказывает
равенства (7).

Квадратичные инварианты Fn могут оказаться
зависимыми. Вот простой пример: если U = I, то
все они пропорциональны .

Пусть  конечна и ортогональный
оператор U не имеет собственных значений .
Тогда  четно. Кроме того, как отмечено в [3],
если среди собственных чисел оператора  нет
кратных, то квадратичные формы 
функционально независимы. Поскольку они на-
ходятся попарно в инволюции, то их непустые
совместные уровни

для почти всех значений  будут торами
размерности N/2, инвариантными относительно
действия оператора U. Далее, на этих торах можно
так ввести угловые координаты

что действие оператора  сводится к отображе-
нию Кронекера–Вейля

В силу линейности оператора  числа {αj} не ме-
няются от тора к тору.

Отметим, что полная интегрируемость линей-
ного симплектического отображения имеет место
и без предположения о простоте спектра. Этот ре-
зультат выводится из теории нормальных форм
Вильямсона [7]. Однако в случае простого спектра
полный набор инволютивных инвариантов предъ-
является без предварительного решения алгебраи-
ческой задачи о собственных значениях и собствен-
ных векторах симплектического оператора.

В бесконечномерном случае ситуация более
сложная. Мы рассмотрим два (в определенном

+ + = + + .* ( ) ( * ) ( ) ( * )n n n nU U I U I U U I U I

U
+ = + , + = + .* ( ) * ( * )U U I U I U I U U I

− −+ + + + =
= + + .

1 1( * )( ) ( * ) ( )

( ) ( * )

n n

n n

U I U I U I U I

U I U I

+ + + + ×
× + + = + + ×

× + + + + .

[( )( * )] ( * )( )

[( )( * )] [( )( * )]

( * )( )[( )( * )]

k

l l

k

U I U I U I U I

U I U I U I U I

U I U I U I U I

+*U I +U I −U I

k l

,( )x x
= dimN *

λ = ±1
N

U
/, ,1 2NF … F

/ /∈ : = , , =1 1 2 2{ ( ) ( ) }N Nx F x c … F x c*

/, ,1 2Nc … c

/ϕ , , ϕ π,1 2 mod 2N…

U

/ϕ ϕ + α , α , ,α = .� 1 2 constj j j N…

U
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смысле противоположных) случая, когда опера-
тор U имеет простой дискретный спектр и когда
его спектр непрерывный.

4. ДИСКРЕТНЫЙ СПЕКТР
Хорошо известно, что спектр ортогонального

оператора лежит на единичной окружности ком-
плексной плоскости. Мы исключаем возмож-
ность наличия двух вещественных точек спектра

.
Итак, пусть

(10)

где ,  – векторы из вещественного гильбертова
пространства , а . Равенство (10) эк-
вивалентно двум вещественным соотношениям

Следовательно, вещественная плоскость , натя-
нутая на векторы , , будет инвариантной отно-
сительно действия ортогонального оператора U.
Легко показать, что при этом

Так что можно считать векторы  и  единичной
длины; они составляют ортонормированный ба-
зис на плоскости .

Пусть

суть точки инвариантной плоскости  и x' = Ux =
= . Тогда

(11)

суть ортогональное преобразование плоскости ;
это поворот на угол

Ясно, что линейное преобразование допускает
квадратичный инвариант

(12)
Последнему наблюдению можно придать инва-

риантный смысл, если ввести оператор ортогональ-
ного проектирования P гильбертова пространства
на плоскость . Это ограниченный самосопряжен-
ный оператор:  и . Инвариант (12)
представляется в следующем виде:

Предположим теперь, что оператор U имеет бес-
конечно много различных собственных значений

с собственными векторами

λ = ±1

ξ + η = α + β ξ + η ,( ) ( )( )U i i i

ξ η
* α + β =2 2 1

ξ = αξ − βη, η = βξ + αη.U U

π
ξ η

ξ, ξ = η, η ξ,η = .( ) ( ) и ( ) 0

ξ η

π

= ξ + η, , ∈x p q p q R

π
ξ + η' 'p q

= α + β , = −β + α' 'p p q q p q

π

βϕ = .
α

arctg

+ .2 2p q

π
=*P P =2P P

= , , ∈ .( )f Px Px x *

α + β , α + β ,1 1 2 2i i …

Двумерные плоскости

снова будут инвариантными для оператора .
Можно показать, что плоскости  и  ортого-
нальны, если, конечно,  (см., например, [6]).

Таким образом, в  имеется ортонормирован-
ная система векторов

(13)
Кроме того, оператор U допускает бесконечно
много квадратичных инвариантов

(14)

где  – оператор ортогонального проектирова-
ния на .

С другой стороны, плоскости  инвариантны
также относительно действия кососамосопряжен-
ного оператора . На инвариантной плоскости 
он представляется кососимметрической матри-
цей

Все эти матрицы невырождены, поскольку .
В противном случае оператор  будет иметь соб-
ственные значения ±1.

Т е о р е м а  3. Предположим, что ортонормиро-
ванная система векторов (13) полна. Тогда

a) квадратичные формы (14) составляют пол-
ный набор независимых квадратичных инвариантов
оператора , находящихся попарно в инволюции
относительно симплектической структуры в ,
которая задается кососамосопряженным операто-
ром ,

б) совместные уровни этих инвариантов

будут бесконечномерными торами

в) на этих торах можно выбрать угловые пере-
менные  так, что в этих переменных
действие оператора U на  задается формулами

(15)

Это утверждение указывает на свойство пол-
ной интегрируемости отображения  (как и
в конечномерном случае, о котором упоминалось
в п. 3). Полнота семейства инволютивных инва-
риантов (14) означает, что к этому набору нельзя
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КОЗЛОВ

добавить еще одну квадратичную форму, которая
была бы независима от набора (14) и находилась
бы с ними в инволюции. Отображение (15) – это
бесконечномерный вариант отображения Кроне-
кера–Вейля. Его свойства вполне аналогичны эр-
годическим свойствам непрерывных потоков
Кронекера–Вейля на бесконечномерных торах
(они обсуждаются в [8, 9]; там же можно найти
дальнейшие ссылки).

5. ЛЕБЕГОВСКИЙ СПЕКТР
Случай непрерывного спектра более сложный.

Ограничимся рассмотрением каскадов с так на-
зываемым лебеговским спектром. Сюда, в част-
ности, относятся автоморфизмы тора из примера 2
(п. 1). Такие системы заведомо обладают переме-
шиванием. Для простоты ограничимся случаем
однократного лебеговского спектра.

В этом случае в  имеется полный орто-
нормированный базис ,  такой, что

(16)
В определенном смысле общий случай сводится к
этому частному (см., например, [2]).

Пусть , . Тогда

Таким образом, если отождествить  с l2 (про-
странство бесконечных в обе стороны последова-
тельностей  с условием ), то действие
оператора U сводится к сдвигу элементов на едини-
цу влево. При таком сдвиге, конечно, сохраняется
скалярный квадрат . Теорема 2 дает бес-
конечный набор квадратичных инвариантов:

(17)

Более точно, инварианты (6) сводятся к конечным
линейным комбинациям квадратичных форм (17).

Далее, , . Значит,

(18)

Соответствующая 2-форма  будет
невырожденной. Действительно, пусть 
для всех . Положим . Тогда из (18) вытека-
ет, что . Следовательно, элементы век-
тора x с четными (нечетными) номерами равны
между собой. Но тогда они все равны нулю, иначе
будет расходиться ряд . Поэтому .

Значит, кососамосопряженный оператор Ω за-
дает симплектическую структуру в . Из фор-
мулы (18) вытекает инвариантность этой структуры
относительно преобразования U. Из теоремы 2

также следует инволютивность квадратичных ин-
вариантов (17) относительно скобки Пуассона,
порожденной этой симплектической структурой.

Нетрудно показать, что квадратичные формы
 независимы: их градиенты (как векто-

ры из ) линейно независимы (хотя бы в одной
точке ). Далее, можно показать, что любая не-
прерывная квадратичная форма на , инвари-
антная относительно действия оператора U, пред-
ставляется в виде

с некоторыми постоянными , . Все это
свидетельствует о свойстве полной интегрируе-
мости оператора Купмана для систем с лебегов-
ским спектром. Однако вопрос о строении сов-
местных уровней квадратичных инвариантов (17)
остается открытым. Сводится ли действие опера-
тора Купмана на этих бесконечномерных много-
образиях к отображению Кронекера–Вейля?
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THE SYMPLECTIC GEOMETRY OF THE KOOPMAN OPERATOR
Academician of the RAS V. V. Kozlova,b

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
b P.G. Demidov Yaroslavl State University, Yaroslavl, Russian Federation

We consider the Koopman operator, which is generated by an invertible transformation of a space with a finite
countably additive measure. If the square of this transformation is ergodic, then the orthogonal Koopman op-
erator will be a symplectic transformation on the real Hilbert space of quadratically summable functions with
zero mean value. An infinite set of quadratic invariants of the Koopman operator, which are pairwise in the
involution with respect to the corresponding symplectic structure, is specified. For transformations with a
discrete spectrum and a Lebesgue spectrum, these quadratic invariants are functionally independent and
form a complete involutive set, which indicates that the Koopman transform has the property of complete in-
tegrability.

Keywords: Koopman operator, ergodicity, symplectic structure, quadratic invariants, discrete spectrum,
Lebesgue spectrum
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