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Пусть . Рассмотрим следующее се-
мейство графов:

т.е. вершины графа – это всевозможные r-эле-
ментные подмножества , а ребрами
мы соединяем пары множеств, пересекающихся
ровно по s элементам. Эти графы называются гра-
фами Джонсона и играют важную роль в задачах
теории кодирования (см. [1]), теории Рамсея (см.
[2–4]), комбинаторной геометрии (см. [5–11]),
теории гиперграфов (см. [12–19).

Напомним, что независимое множество вер-
шин графа – это любое такое множество его вер-
шин, в котором нет ни одного его ребра, а число
независимости графа G – это величина , рав-
ная мощности любого из максимальных по числу
вершин независимых множеств в G. Классиче-
ская проблематика теории графов, восходящая к
Турану, состоит в отыскании величины , рав-
ной минимальному количеству ребер графа G,
попадающих внутрь его множества вершин мощ-
ности l. Конечно, если , то . По-
этому интересны лишь случаи .
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Классическая теорема Турана утверждает, что
на множестве всех графов следующая оценка не-
улучшаема:

(1)

В частности, если  – последовательность гра-
фов с растущими к бесконечности числами вер-
шин, а ,  и , то

(2)

Однако для графов  картина меняется,
и именно она интересует нас в этой работе. Во-
первых, в серии статей первого автора (см. [6])
подробно исследованы графы , для
которых, среди прочего, доказано, что в обозна-
чениях и условиях оценки (2)

(3)

Иными словами, нижняя оценка в (3) втрое боль-
ше оценки (2), которая неулучшаема в общем слу-
чае.

Для произвольных графов  оценок ра-
нее не было. Однако это дистанционные графы,
т.е. их вершины можно считать точками в  (это
n-мерные векторы с r единицами и n – r нулями),
а ребра тогда – это пары точек на расстоянии

. Для графов такого типа в работе [20] дока-
зана следующая оценка. Пусть условия те же, что в
неравенстве (2), и, более того, . Тогда
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(4)

Таким образом, оценка (4) вдвое сильнее
оценки (2).

Прежде всего мы докажем следующую не-
сложную теорему.

Т е о р е м а  1. Пусть даны числа r, s. Пусть
. Пусть . Тогда

Чтобы сравнить теорему 1 с оценками (1)–(4),
надо напомнить, как ведут себя числа независи-
мости графов . В работе [21] доказана

Т е о р е м а  2. Пусть даны числа r, s. Тогда
1. Если , то при достаточно больших n

2. Если  и  – степень простого чис-
ла, то

3. Для любых  существуют  и , с
которыми

Из теоремы 2 сразу следует, что новая теорема 1
дает лучшую из ранее известных верхних оценок
для случая параметров n, 3, 1 – оценку (3). Более
того, при  получаем, что порядок новой

верхней оценки из теоремы 1 совпадает с поряд-
ком классических нижних оценок, ведь у них в
знаменателе стоит число независимости, которое
в данном режиме имеет порядок ns. И только при

 имеется серьезный зазор по порядку.
Особенно любопытно выглядит случай с s = 0.
Это случай так называемых кнезеровских графов
(см. [2]). Получается, что в его рамках новая верх-
няя оценка из теоремы 1 тривиальна, ибо асимп-

тотически равна , а это асимптотика числа ре-
бер полного графа на l вершинах! Как ни странно,
это не свидетельство слабости новой оценки.
Имеет место

Т е о р е м а  3. Пусть . Пусть l >
> . Тогда

Видно, что если l сильно больше числа независи-
мости, т.е. , то оценка в теореме 3 асимпто-

тически равна . Действительно, разность 

имеет порядок .

Есть, наконец, интересный режим, в котором
теорема 3 не работает. Это режим, когда .
В таком случае оценка теоремы 3 становится от-
рицательной. Здесь удается доказать следующую
теорему.

Т е о р е м а  4. Пусть . Пусть l >
> . Тогда

Например, если , то все клас-
сические оценки принимают значение 1. Однако
здесь мы имеем значительное усиление. В самом
деле, если , то первая величина из двух
под знаком максимума имеет порядок не ниже nr.
При больших β уже вторая величина имеет поря-
док, как минимум, . Можно и аккуратнее оце-
нить, но суть ясна и так.

В следующем разделе мы приведем схемы до-
казательств теорем 1, 3, 4.

СХЕМЫ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ
1. Схема доказательства теоремы 1

Рассмотрим множество всех индуцированных
подграфов графа , имеющих l вершин.
Для каждого графа H из этого множества и каждо-
го ребра графа  рассмотрим индикатор
вхождения этого ребра в H. Просуммируем инди-
каторы по всем ребрам и по всем графам двумя
способами. С одной стороны, получится произ-
ведение числа ребер и числа графов, содержащих
данное ребро:
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С другой стороны, получится сумма по H чисел
ребер в H. Таким образом, минимальное число
ребер не меньше, чем

Теорема доказана.

2. Схема доказательства теоремы 3

Пусть W – некоторое множество вершин гра-
фа , имеющее мощность . Тогда для лю-
бой вершины  имеем

Суммирование по всем вершинам завершает до-
казательство.

3. Схема доказательства теоремы 4

Пусть H – подграф графа , имеющий 
вершин. Пусть  – максимальная мощность неза-
висимого множества вершин в H. Очевидно,

. Пусть B – любое независи-
мое множество вершин H мощности . С одной
стороны, имеет место рассуждение, которое вос-
ходит к Турану и дает оценку (1) с заменой  на .
Именно она и стоит первой под знаком максиму-
ма. С другой стороны, как и в начале турановско-
го рассуждения, отметим, что каждая вершина H,
не принадлежащая , отправляет хотя бы одно
ребро в B. Если на этом остановиться, то получит-
ся оценка , которая намного слабее туранов-
ской, ибо входит лишь как одно из слагаемых в
турановское неравенство. Однако вид второй ве-
личины под знаком максимума в теореме 4 под-
сказывает, что можно значимо усилить утвержде-
ние о хотя бы одном ребре, идущем в B. Действи-
тельно, покажем, что таких ребер не меньше, чем

. Пусть , а  – ее гарантированный
сосед из B. Пусть  и . Разумеется, ,
ведь  – независимое множество. Получается,
что r-элементные подмножества  множества
[n], отвечающие вершинам , не пересекаются
(вершины образуют ребро), а -элементное под-
множество T, отвечающее z, пересекает и  и .
Таких множеств T не больше, чем . Следова-
тельно, не более  вершин из B не соединены с
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, откуда число вершин в B, являющихся соседками
с , не меньше . Теорема доказана.
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New estimates of the number of edges in subgraphs of Johnson’s graph are obtained.
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<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


