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Рассматривается на конечном промежутке вре-
мени управляемая система в пространстве , зави-
сящая от параметра. Изучается зависимость от па-
раметра множеств достижимости и интегральных
воронок соответствующего системе дифферен-
циального включения.

При исследовании множеств достижимости, их
конструировании и оценивании применяются раз-
личные теоретические подходы и методы [1–7], со-
провождаемые, как правило, разработкой вычис-
лительных алгоритмов и программ. В многочис-
ленных задачах теории динамических систем, и в
том числе – теории управления динамическими
системами, множества достижимости и интеграль-
ные воронки играют ключевую роль, являя собой
базу для построения разрешающих управлений и
стратегий [8–14]. Так, в задачах оптимального
управления и дифференциальных играх множества
разрешимости можно трактовать и конструировать
как интегральные воронки управляемых систем,
соответствующих исходным системам [1–5, 12, 13].
Кроме того, многие из задач теории управляемо-
сти динамических систем органически связаны с
понятиями множеств достижимости и интеграль-
ных воронок [15].

В настоящей работе при определенных усло-
виях на управляемую систему выводятся оценки,

n
R

характеризующие зависимость от параметра мно-
жеств достижимости и интегральных воронок со-
ответствующего дифференциального включения.

1. УПРАВЛЯЕМАЯ СИСТЕМА 
И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ВКЛЮЧЕНИЕ, 

ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА

На промежутке времени , , зада-
на управляемая система

(1)

здесь t – время;  – фазовый вектор системы
(1);  – управляющее воздей-
ствие;  – параметр,  – компакт в метриче-
ском пространстве  с метрикой ,  и  из ;

 – пространство компактов в  с хаус-
дорфовой метрикой 

,  – хаусдорфо-

во отклонение  от X*, где  =
= .

Предполагается, что система (1) удовлетворяет
условиям:

A. Функция  определена на [t0, ϑ] ×

×  и для любой ограниченной и за-
мкнутой области  найдутся такие
функция ,  ( , ) и не-
прерывная функция , , что

,ϑ0[ ]t < ϑ < ∞0t

α= , , ;( )dx f t x u
dt

∈ nx R

∈ ∈ comp( )pu P R

α ∈ + +

E α,β( )r α β E

comp( )k
R

k
R

, = , ,( *) max( ( *)* *d X X h X X
,( * ))*h X X

∈ ∗∗
, = ρ ,( *) max ( *)* *x X

h X X x X

*X ρ ,( *)*x X

∈
−

* *
min **x X

x x

α , ,( )f t x u

× ×n PR +

⊂ , ϑ ×0[ ] nD t R

ω ξ*( ) ξ ∈ , ∞(0 ) ω ξ ↓*( ) 0 ξ ↓ 0
∈ , ∞( ) (0 )L t ∈ ,ϑ0[ ]t t
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Б. Найдется такое , что

Введем многозначное отображение на [t0, ϑ] × 

Отображение  удо-
влетворяет условиям, индуцируемым условиями
А, Б.

А*. Для любой ограниченной и замкнутой об-
ласти  и функций  и  вы-
полняются соотношения

(2)

(3)

Б*. Справедливо неравенство

Введем дифференциальное включение (д.в.)

(4)

Пусть  и t* из  ( ) , ,

, . Полагаем

 – множество достижимости д.в. (4)
в момент t* с начальной точкой ,

 – множество достижимости д.в. (4)
в момент t* с начальным множеством .

Известно, что , отобра-
жение  непрерывно по t*
на  при фиксированных  и непрерывно
зависит от  при фиксированных , t*. Также
отображение  непрерывно на .

α β, , − τ, , ≤ ω − τ + α,β ,( ) ( ) * ( ( ))f t x u f x u t r

, τ, , α β , ∈ ;( ) и ( ) из и изt x x D u P+

α α, , − , , ≤ − ,( ) ( ) ( )f t x u f t y u L t x y

, , , α ∈ , ∈ .( ) и ( ) изt x t y D u P+

γ ∈ ,∞(0 )

α , , ≤ γ ⋅ + ,
, , , α ∈ ,ϑ × × × .0

( ) (1 )

( ) [ ] n

f t x u x

t x u t P +R

n
R

α α

α α

, , = , ,
, = ∈ , α ∈

�( ) ( ) co ( )
( ) { ( , , ) : } .

t x F t x t x
t x f t x u u P

^

^ +

α, , ∈�( ) ( ) comp( )nt x F t x R

⊂ ,ϑ ×0[ ] nD t R ω* ( )r ( )L t

α β, , τ, ≤ ω − τ + α,β ,
, τ, , α β ;

( ( ) ( )) * ( ( ))
( ) и ( ) из и из

d F t x F x t r
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α α, , , ≤ − ,
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( ( ) ( )) ( )
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d F t x F t y L t x y
t x t y D +

α , , ≤ γ ⋅ + ,
, ,α ∈ ϑ × × .0

( ( ) {0}) (1 )

( ) [ , ] n

h F t x x

t x t +R

α∈ , , , ∈ ,ϑ × , α ∈ .0( ) ( ) [ ] ndx F t x t x t
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*t ,ϑ0[ ]t ≤ < ≤ ϑ0 **t t t ∈*
nx R

∈ comp( )*
nX R α ∈ +

α , ,( * )* *X t t x
=( )* *x t x

α , ,( * )* *X t t X

*X

α , , ∈( * ) comp( )* *
nX t t X R

α, , , ,�( * ) ( * )* * * *t t X X t t X
, ϑ[ ]*t ,( )* *t X

*X *t
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2. О ЗАВИСИМОСТИ МНОЖЕСТВ 
ДОСТИЖИМОСТИ И ИНТЕГРАЛЬНЫХ 

ВОРОНОК ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
ВКЛЮЧЕНИЯ ОТ ПАРАМЕТРА

Уточним зависимость  от α: оце-
ним сверху величину

(5)

как функцию от .
Для этого введем разбиение Γ = {τ0 =

= , ..., τN = t*} промежутка 

(  = ) и систему

множеств , отвечающую этому раз-
биению:

где обозначено  = {x* ∈  =
= , , ,  <

< , .

Множества  и  при
условиях A*, B* стеснены равенством

(6)

здесь имеется в виду сходимость множеств в хаус-
дорфовой метрике.

Равенством (6) воспользуемся при выводе оцен-
ки величины (5). Учитывая условия, наложенные
на систему (1), можем указать ограниченную и за-
мкнутую область D в , которая заключает в
себе все множества, участвующие в последующих
выкладках. Считаем, что в этих выкладках задей-
ствованы функции ,  и , ,
отвечающие этой области.

Вывод оценки величины (5) сначала проведем для
одноточечного множества , .
При этом практикуем пошаговую схему рассуж-
дений, продвигаясь в выводе оценки последова-
тельно по шагам  разбиения .

На начальном шаге рассмотрим промежуток
. Оценим сверху хаусдорфово отклонение

, α и  из ; здесь  =

= , .

В  выберем точку , где ρ(x(τ1),

. Точка  представи-
ма в виде , .
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� � � �
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Вектор , ближайший к  в ,
удовлетворяет неравенству ||fα(τ0) – fβ(τ0)|| ≤
≤ h(Fα(τ0, .

Точка  удовлетворя-
ет неравенству . Из

определения точки  и включения 
следует

(7)

Обратимся теперь к промежутку  разбие-
ния  и множествам ,

.

В  выберем точку , где

(8)

Справедливо представление для x(τ2): x(τ2) =

= , , fα(τ1) ∈ Fα(τ1,
.

В  выберем точку , ближайшую к

: . Справед-
лива оценка

(9)

В  выберем вектор , ближай-
ший к . Справедливо неравенство ||fα(τ1) –
‒ fβ(τ1)|| ≤  ≤ ω*(r(α,

, согласно (2) и (3).
Введем точку ,  ∈

∈ , .

Точки x(τ2) и  стеснены неравенством

(10)

Принимая во внимание (8) и включение
, получаем

(11)

Из (10), (11) следует

(12)

Рассмотрим следующий промежуток  раз-
биения  и множества  = ,

.

β τ0( )f α τ0( )f β τ ,0( )*F x

β, τ , ≤ ω α,β0) ( )) * ( ( ))* *x F x r
Γ

β βτ = + Δ τ ∈ τ�

1 0 1( ) ( ) ( )*y x f X
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βτ ∈ τ�

1 1( ) ( )y X

Γ Γ
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Γ Γ Γ
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Γ Γ
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Γ Γ Γ
β α βρ τ , τ = τ , τ .� � �
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α τ1( )f
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1( )X β βτ ∈ τ , τ1 1 1( ) ( ( ))*f F y
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α β
τ Δ

τ − τ ≤ τ − τ +
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2 2 1 1

1 1 1
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1 1 1
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Γ Γ
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1 1( )
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τ , τ2 3[ ]
Γ Γ

α τ�

3( )X Γ
α ατ , τ , τ� �

3 2 2( ( ))X X
Γ Γ
β β βτ = τ , τ , τ� � �

3 3 2 2( ) ( ( ))X X X

Оценим сверху . Для этого вы-

берем точку x(τ3) в :

(13)

Точка  представима в виде

Выберем в  точку , ближайшую к
:

Выполняется .

Выберем в  вектор , ближай-
ший к , и получаем оценку

Рассмотрим точку y(τ3) =  + Δfβ(τ2) ∈

∈ .
Точки  и  удовлетворяют неравенству

(14)

Учитывая (13) и , имеем

(15)
Из оценок (7), (14), (15) получаем

(16)

Анализируя оценки (12), (16), заключаем, что ве-
личина  стеснена неравенством

(17)

Оценка (17) обосновывается с помощью мето-
да математической индукции.

Γ Γ
α βτ , τ� �
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Γ
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Очевидно, что оценка сверху величины
,  аналогична

оценке (17). Учитывая это, сформулируем утвер-
ждение.

Л е м м а  1. Пусть , ,
 (  = Δi = Δ,

) и  – система мно-
жеств (5), аппроксимирующая множество дости-
жимости ,  д.в. (4). Справедлива
оценка

(18)

 и  из , .
Представим некоторые загрубления этой

оценки, более простые по форме.

Заменив в (18) единицу и экспоненты ,

, большей экспонентой , полу-
чаем оценку

(19)

В частности, справедлива оценка

(20)

Заменив в оценке (20) числа , k =
= , каким-либо L, удовлетворяющим
неравенству , получаем более
грубую оценку

(21)

Мы изучили случай, когда , ,
и для него получили оценки (18)–(21). Эти оцен-
ки справедливы и в общем случае ,

.
В общем случае выделим из (18)–(21) для по-

следующих выкладок оценку (20). Наряду с мно-
жествами  и , входящими в (20), рас-
смотрим множества достижимости Xα(t*) =
=  и  д.в. (4).

Γ Γ
β + α +τ , τ� �
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α , ,( * )* *X t t X α ∈ L

−

= −

Γ Γ
α + β +

− τ Δ

=

τ , τ ≤
 
 ≤ + ⋅ Δω α,β , 
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Можно показать, что справедливы оценки

(22)

здесь K = ,
.

Принимая во внимание (21), (22), получаем

Так как эта оценка имеет место при любых раз-
биениях Γ промежутка , то устремив 
к нулю, получаем

(23)

здесь  – интеграл Римана функции  на

отрезке .
В результате справедливо следующее утвер-

ждение.

Л е м м а  2. Пусть , 
и L(t),  – функция, удовлетворяющая усло-
вию A. Тогда множество 
и  = ,  и  из  стеснены оцен-
кой (23).

Обратимся теперь к промежутку , на кото-
ром изначально рассматриваем систему (1) и д.в. (4).
Полагая в предыдущих выкладках ,

, , ,
получаем для множества достижимости Xα(t) =

=  и  оценку

(24)

, α и β из .
Наряду с множествами достижимости ,

,  рассмотрим интегральные ворон-
ки ,  д.в. (4).
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Из определения интегральных воронок и
оценки (24) следует

(25)
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REACHABLE SETSA AND INTEGRAL FUNNELS
OF DIFFERENTIAL INCLUSIONS DEPENDING ON THE PARAMETER

Corresponding Member of the RAS V. N. Ushakova and A. A. Ershova

a N.N. Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, 
Yekaterinburg, Russian Federation

A parameter-dependent control system is considered in the Euclidean space . The dependence on the pa-
rameter of the reachable sets and integral funnels of the differential inclusion corresponding to the system is
investigated. Estimates are obtained that characterize this dependence.

Keywords: control system, differential inclusion, reachable set, integral funnel, Hausdorff distance, approxi-
mation
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