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ВВЕДЕНИЕ

Для решения рассматриваемой задачи исполь-
зуется метод без насыщения К.И. Бабенко [1], кото-
рый автоматически настраивается на гладкость ре-
шения (его точность тем выше, чем большим усло-
виям гладкости удовлетворяет решение). A priori
гладкость решения может быть неизвестна. По-
дробнее с многочисленными примерами расчета
собственных значений для оператора Лапласа с
однородными краевыми условиями см. [2].

Задача Зарембы опубликована в 1910 г. [3]. Со-
временные исследования этой задачи проводили
Н. Тарханов, А.А. Шлапунов и др., см. [4–9]. В этих
работах задача Зарембы рассматривается аналити-
чески в круге. В настоящей работе задача Зарем-
бы исследуется численно. Задача рассматривает-
ся в произвольной гладкой области, для которой
известно конформное отображение этой области
на круг (аналитическое или численное). В по-
следнем случае достаточно знать параметриче-
ские уравнения границы.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В произвольной области G ∈ R2 с достаточно
гладкой границей ∂G рассмотрим задачу (1)–(3):

(1)

(2)

( )Δ + = ∈) ,( 0,u z F z z G

∂ =
1

0,Gu

(3)

Здесь функция F(z) либо задана, либо F(z) =
= [Q(z) + λP(z)]u(z), где Q(z) и P(z) – заданные
функции, , и в этом случае имеем
задачу на собственные значения для оператора
Лапласа; A – заданная на границе ∂G2 гладкая
функция; n – единичный вектор внешней норма-
ли к ∂G2. В дальнейшем будем считать, что F, Q и
P – гладкие функции, P(z) ≥ δ > 0. Пусть z = ϕ(ζ),
|ζ| ≤ 1 – конформное отображение единичного кру-
га на область G, тогда в плоскости ζ формально по-
лучаем те же соотношения (1)–(3), где, однако,
вместо u(z) и F(z) следует писать u(ζ) = u(z(ζ)) и
|ϕ'(ζ)|2F(z(ζ)), а вместо A – α(θ) = 

Обозначим через 

функцию Грина оператора Лапласа в круге с кра-
евым условием Дирихле. Из (1)–(3) имеем

(4)

(5)

(6)

Из (4)–(6) следует

(7)

∂

∂+ =
∂ 2

0.
G

uAu
n

∂ = ∂ ∪ ∂1 2G G G

θ θϕ( ( ))| '( )|.i iA z e e

ς ξ = − − ςξ ς − ξ
π

1( , ) ln|(1 )/( )|
2

K

θΔ ς + ϕ ς ς + λ ς ς = ς = ⋅
ς = ς ς = ς

2( ) | '( )| ( ( ) ( )) ( ) 0, ,
( ) ( ( )), ( ) ( ( ),

iu q p u r e
q Q z p P z

= = θ ∈ 11 0, .ru g

=

∂α + = θ ∈
∂ 2

1
0, .

r

uu g
r

ξ ≤
θ

θ

ς = − ς ξ ϕ ξ ξ + λ ξ ξ ξ +

+ ς θ ψ θ θ




2

1

2

| | 1

0

( ) ( , )| '( )| [ ( ) ( )] ( )

( , ) ( ) ,

u K q p u d

K d

УДК 519.63

МАТЕМАТИКА

1Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского 
Российской академии наук, Москва, Россия
*E-mail: algazinsd@mail.ru



6

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 500  2021

АЛГАЗИН

где  Здесь ψ(θ) – значение u на грани-
це. Для задачи Дирихле ψ(θ) = 0, а для задачи За-
рембы должна быть выбрана с учетом краевого
условия (6):

Для интерполяции функции |ϕ'(x)|2[q(ξ) +
+ 1 применяется глобальная интерполя-
ционная формула К.И. Бабенко для функции
двух переменных в круге, см. [10, формула 3.2.1].
Для погрешности этой формулы ρM(⋅; f ) справед-
лива

Т е о р е м а  (К. И. Бабенко). Рассмотрим класс
функций  удовлетворяющих в

круге D условиям  тогда, если

f ∈ , то

(8)

где cμ – константа, зависящая от μ.
Таким образом, из рассмотрения формулы (8)

видно, что при одинаковом числе узлов интерпо-
ляции M скорость убывания погрешности интер-
поляционной формулы (8) возрастает с ростом μ,
т.е. с ростом гладкости интерполируемой функ-
ции f. Это означает, что полученная интерполя-
ционная формула не имеет насыщения.

2. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ
В силу граничного условия (6) последний ин-

теграл в (7) принимает вид

(8)

Здесь ψ(θ) на части границы  неизвест-
но и должно быть определено из граничного
условия (6). Сделаем в интеграле (8) замену:

(9)

Тогда получаем  = ,

где θ определено в (9). Для функции ψ(x) приме-
ним интерполяционную формулу Лагранжа с уз-
лами в нулях полинома Чебышева степени l [1]:
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Дело сводится к вычислению интегралов
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Пусть C = 

Подставляем в соотношение (12), тогда имеем

(14)

Пусть в (14) ς пробегает узлы интерполяции
внутри круга, тогда имеем

где θi определено в (13).

3. РЕКУРРЕНТНАЯ ФОРМУЛА

Формулы для  (cм. (11))  требуют-
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Рис. 1. λ1 = –1.828.
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Рис. 2. λ2 = 5.194.
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Рис. 3. λ3 =14.681970642.
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4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Расчеты проводились для круга единичного
радиуса (A = 1, , Q ≡ 0, P ≡ 1) и обла-
сти, получающейся из круга конформным отоб-
ражением: z = ς(1 + 0.0625 · ς12) при тех же пара-
метрах граничных условий (A = 1, ).
Граница этой области имеет в 12 точках кривизну,
равную –2710, т.е. порядка 103. В круге выбира-
лась сетка из 9 окружностей с расположением то-
чек по окружностям (начиная с первой, ближай-
шей к границе): /27,25,23,21,17,9,7,3,3/. Второй
расчет проводится на сетке из 15 окружностей по
31 точке на каждой окружности (это максималь-
ная допустимая методикой сетка).

Из рассмотрения табл. 1 видим, что у операто-
ра –Δ есть отрицательное собственное значение,
т.е. он не положительно определен. Третье соб-
ственное значение в круге совпадает со всеми
знаками на двух сетках. Видимо, это объясняется
строением собственной формы (рис. 4). Соб-
ственные формы для трех первых собственных
значений в круге приведены на рис. 1–3.

θ = θ = π1 20,

θ = θ = π1 20,

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На доступных для описанной методики сетках
с приемлемой точностью вычислены по четыре
собственных значения задач Заремба в круге и в
области, ограниченной эпитрохоидой (эпитрохо-
ида кривая, которую описывает точка малого кру-
га, катящегося по большому кругу, в данном слу-
чае по кругу радиуса 1; для этой области известно
конформное круга отображение на эту область).
Третье собственное значение для круга определе-
но с 9-ю знаками после запятой, а для эпитрохои-
ды с 3-мя знаками после запятой. Погрешность
определения остальных собственных значений
легко найти из табл. 1. Из рассмотрения таблицы
видим, что у оператора –Δ есть отрицательное
собственное значение, т.е. он не положительно
определен.
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NUMERICAL RESEARCH OF THE PROBLEM ZAREMBA
S. D. Algazina

aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.P. Maslov

In the present work we consider an eigenvalue problem for a two-dimensional Laplace operator with mixed
boundary condition (the Zaremba problem) which (presumably) has a smooth solution inside the domain.
Calculations show that the operator –Δ has a negative eigenvalue, i.e., it is not positively defined.
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