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Предлагается новая версия метода Гаусса–Ньютона для решения системы нелинейных уравнений,
основанная на идеях использования верхней оценки нормы невязки системы уравнений и квадра-
тичной регуляризации. В рамках данного метода получена глобальная сходимость. При естествен-
ных предположениях установлена глобальная линейная сходимость. Предложенный метод исполь-
зует адаптивную стратегию выбора гиперпараметров локальной модели, формируя гибкий и удоб-
ный в использовании метод, реализуемый на практике с помощью стандартных методов выпуклой
оптимизации.
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ВВЕДЕНИЕ
Системы нелинейных уравнений часто фигу-

рируют в различных приложениях, а сама пробле-
ма решения системы уравнений является фунда-
ментальной в численных методах [1–3]. В работе
рассматривается следующая гладкая система не-
линейных уравнений:

(1)

Решение данной задачи рассматривается в ключе
релаксации через задачу безусловной минимиза-
ции евклидовой нормы невязки:

(2)

Решение (2) ищется в рамках метода Гаусса–
Ньютона. Данное решение полезно тем, что, ис-
пользуя только информацию о первых производ-
ных, при естественных предположениях возмож-
на суперлинейная сходимость к решению задачи
[4]. Такая быстрая скорость решения характерна
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для задач машинного обучения при решении
недоопределенных систем уравнений. Также метод
Гаусса–Ньютона возникает в анализе метода нату-
рального градиента в задачах оптимизации регу-
ляризованных вероятностных моделей. Условия,
позволяющие доказать быструю сходимость ме-
тода Гаусса–Ньютона для недоопределенных мо-
делей, часто назвываются условиями интерполя-
ции, в добавок ко всему, они позволяют утвер-
ждать о наличии решения исходной системы
нелинейных уравнений (1) [5]. Представленная в
данной работе общая схема регуляризованного
метода, в частности, имеет и явное правило вы-
числения приближения решения (3), фактически
являющееся примером использования важного
на практике механизма предобусловливания [1].

1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим итеративную процедуру решения
задачи (2), основанную на минимизации линеа-
ризованной модели функционала:

Дополнительно вводятся изначальные предполо-
жения. Рассмотрим замкнутое выпуклое множество

, обладающее непустой внутренностью.
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П р е д п о л о ж е н и е  1. Пусть  – много-
значное отображение, удовлетворяющее условию
Липшица на :

Введем понятие множества Лебега уровня
 функции f1 относительно приближенного

решения :

Предположим .
П р е д п о л о ж е н и е  2. Пусть для многознач-

ного отображения выполнено условие Поляка–
Лоясиевича [6]:

где  – минимальное сингулярное число
матрицы.

Определим локальную мажоранту (локальную
модель)  функции f1 в точке y:

Приведенная мажоранта позволяет опреде-
лить правило обновления решения xk на итерации

 с ,  и :

(3)

В [7] показано удобство выбора , в
процессе оптимизации можно на каждой итера-
ции варьировать  и , используя процедуру по-
иска оценки локальной постоянной Липшица на
отрезке . Значение  соответ-
ствует ближайшей верхней оценке на  отно-
сительно  с , :

где , 
В силу этого неравенства в [7] установлена глобаль-
ная линейная сходимость в условии предположе-
ния 2 при использовании мажоранты .
Введем обозначение:
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которое позволяет упростить вычисление при-
ближения точки минимума по y в случае

, , :

Обозначим процедуру получения  на итера-
ции k через отображение . Допол-

нительно введем обозначение  – приближение
значения , удовлетворяющее неравенству:

Таким образом, схема оптимизации с подбором
 на шаге k заключается в следующем:

1. Получить  как приближение оптимально-
го значения ;

2. Получить значение  как
приближение .

В этой схеме вместе с поиском  происходит
оптимизация отображения , и в таком виде ме-
тод ведет себя в режиме, близком к режиму при
использовании мажоранты , что
формально отражено в теоремах 1 и 2.

Т е о р е м а  1. Пусть выполнено предположение 1,
, . Определим функции

Тогда для метода с правилом обновления  верны
следующие оценки:
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Т е о р е м а  2. Пусть выполнены предположения

1 и 2. Определим функцию f2(x)  (f1(x))2. Тогда для
метода с правилом обновления  выполняются сле-
дующие соотношения:

Если в правиле обновления  зафиксирована Lk = LF,
то данные соотношения выражаются по-другому:

Согласно теореме 2, предложенная схема де-
монстрирует более быструю линейную сходи-
мость относительно итераций по сравнению с
выбором τk = f1(xk) [7], однако на практике часто
это означает усложнение вычисления каждой
итерации, что приходится соизмерять для опре-
деления наиболее оптимальной стратегии реше-
ния задачи.

Минимизация величины ( (xk, Lk, τ))
по τ > 0 может быть достаточно трудоемкой про-
цедурой. Более того, отображение (⋅) может быть
негладким по τ, а в случае дифференцируемости по
τ практическая реализация может представлять со-
бой разновидность алгоритма распространения
ошибки через итерации метода оптимизации, ап-
проксимирующего отображение (xk). При ис-
пользовании правила вычисления xk + 1 (3) в каче-
стве отображения (⋅) величина ( (xk, Lk, τ))
принимает следующий вид:

Данная функция является строго выпуклой по τ,
так как локальная мажоранта (y) строго выпук-
ла по τ и сильно выпукла по y, ( (xk, Lk, τ))
представляет собой проекцию по y локальной ма-
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жоранты ψx, L, τ(y) [2, Theorem 3.1.7], поэтому в
рассматриваемом случае приближение оптималь-
ного τ можно эффективно найти с помощью
стандартных средств выпуклой оптимизации, в
частности, процедур одномерного поиска.

2. ЭКСПЕРИМЕНТЫ

На основе предложенного метода проведена
серия экспериментов на модельных задачах. Ме-
тод протестирован на задаче решения гладкой не-
линейной системы уравнений в трех вариантах,
различающихся выбором τk. Вариант c τk = f1(xk)
называется “методом трех квадратов” [7]. Вари-
ант, в котором на итерации k значение τk оптими-
зируется через минимизацию ( (xk, Lk, τ)) с
помощью быстрого градиентного метода, назы-
вается адаптивным методом. Вариант, в котором
τk = φ(xk, y), называется методом Гаусса–Ньюто-

на. Приняв за xT  (x1, …, xn), x ∈ , n = 100, рас-
смотрим два вида F:

1. Система уравнений на основе функции
Розенброка–Скокова:

FR(x) = 0m, где m = 2n – 2 и (x)  i(xi – (xi + 1)2), 

(x)  1 – xi + 1, i ∈ {1, …, n – 1}.

2. Hat-система: FH(x)  ∇(||x||2 – 1)2 = 0m.
Для обозначенных отображений FR и FH иссле-

дуемый метод был применен в трех вариантах для
решения нелинейной системы уравнений, ре-
зультаты экспериментов представлены на рис. 1.
На данном рисунке изображены графики, усред-
ненные по пяти запускам, отличающимися на-
чальным приближением, полученным сэмплиро-
ванием из стандартного многомерного нормаль-
ного распределения, смещенного на вектор,
элементы которого равны –7, в каждом случае
расстояние между начальным приближением и
ближайшей точкой экстремума функции f1 не

меньше 2  в пространстве . В результате для
каждого  f1(xk) ≤ 10–6 расстояние между xk и ближай-
шей точкой экстремума f1 не превосходит 10–6 по
метрике Чебышева.

Согласно представленным результатам, все
три варианта выбора τk демонстрируют сопоста-
вимые результаты в случае FH, на системе FR “ме-
тод трех квадратов” и адаптивный метод суще-
ственно лучше справились, чем метод Гаусса–
Ньютона. Хотя теоремы 1 и 2 утверждают схо-
жесть поведения адаптивного метода и метода
Гаусса–Ньютона в худшем случае, однако при ре-
шении системы FR адаптивный метод справился
лучше метода Гаусса–Ньютона. Также стоит за-
метить, что при решении системы FR происходит

τψ , ,k kx L -

=def
R

n

−2 1iRF =def

2iRF =def

=def

n R
n
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оптимизация разновидности функции Розенброка–
Скокова:

При этом выбор τk = f1(xk) позволяет аналити-
чески вычислять xk + 1, в свою очередь оптимиза-
ция ( (xk, Lk, τ)) в добавок к аналитическому
вычислению xk + 1 позволяет динамически контро-
лировать близость мажоранты к оптимизируемой
функции, выполняя процедуру одномерной мини-
мизации, в то время как выбор τk = φ(xk, y) на прак-
тике часто требует выполнение итеративной про-
цедуры многомерной минимизации для вычисле-
ния xk + 1. Эксперименты продемонстрировали,
что предлагаемый метод применим не только для
минимизации унимодальных функционалов f1 с
гладким отображением F, обладающим свой-
ством Липшица, но также и для оптимизации не-
которых f1 с несколькими точками глобального
минимума и с F, не обладающим свойством Лип-
шица, например, FH.

Более подробный отчет о результатах экспери-
ментов с методом Гаусса–Ньютона в предложен-
ных вариантах изложен в [8].

−
+ +

=
= − + −
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Рис. 1. Сравнение работы методов. Горизонтальная линия – допустимое значение нормы невязки 10–6 вблизи иско-
мого решения уравнения.
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ADAPTIVE GAUSS–NEWTON METHOD FOR SOLVING SYSTEMS
OF NONLINEAR EQUATIONS

N. E. Yudina,b

a Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Moscow Region, Russian Federation
b Federal Research Center “Informatics and Control” of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS Yu. G. Evtushenko

In this article, we propose a new version of Gauss–Newton method for solving systems of nonlinear equa-
tions based on ideas of the residual upper bound for a system of nonlinear equations and a quadratic regular-
ization term. We prove a global convergence for the presented method. Under natural assumptions we estab-
lish a global linear convergence. The proposed method uses an adaptive strategy to choose hyperparameters
of a local model forming a f lexible and convenient method, implementable using standard convex optimiza-
tion techniques.

Keywords: systems of nonlinear equations, unimodal optimization, Gauss–Newton method, Polyak–Ło-
jasiewicz condition, inexact proximal mapping, inexact oracle, underdetermined model, complexity estimate
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