
16

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2021, том 500,
с. 16–22

АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЛЕЦ 
С МАЛЫМИ СОКРАЩЕНИЯМИ

© 2021 г.   А. Аткарская1,2,*, А. Канель-Белов1,3,4,**, 
Е. Плоткин1,***, Э. Рипс2,****

Представлено академиком РАН А. Л. Семеновым 14.01.2021 г.
Поступило 18.01.2021 г.

После доработки 15.03.2021 г.
Принято к публикации 18.08.2021 г.

В данном сообщении развивается теория малых сокращений для ассоциативных алгебр с базисом
из обратимых элементов, заданных образующими и определяющими соотношениями. Изучаются
фактор-алгебры групповой алгебры свободной группы, вводятся три аксиомы для определяющих
соотношений, которые выражают свойство малых сокращений для колец. Авторы показывают, что
такое кольцо нетривиально и называют его кольцом с малыми сокращениями.
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В данной работе приводится аксиоматическое
определение кольца с малыми сокращениями, за-
данного образующими и определяющими соот-
ношениями. Формулируется теорема о нетриви-
альности кольца с малыми сокращениями (см.
теорема 1). Полное доказательство этого резуль-
тата занимает около 300 с. и его предварительное
изложение представлено в препринте [3].

1. ОПИСАНИЕ ПРОБЛЕМЫ

Следующий вопрос представляет несомнен-
ный интерес: Если взаимодействия между опре-
деляющими соотношениями являются слабыми в
определенном смысле, будет ли полученная ал-
гебра обладать некоторыми свойствами свобод-
ной алгебры?

В случае групп, полугрупп и моноидов теория
малых сокращений дает положительный ответ
(см. детали в [10, 17]). Однако построение такой
теории для систем с несколькими операциями
сталкивается со значительными трудностями.
Общая теория ассоциативных колец с базисом из
обратимых элементов, представленная в этой ра-
боте, была построена после изучения частного
случая, который рассмотрен в [2]. Теорема 3 по-
казывает, что кольцо, введенное в работе [2], яв-
ляется частным примером кольца с малыми со-
кращениями. Его конструкция представляет со-
бой первый шаг процесса построения конечно
порожденного тела (соответствующую проблему
поставил, в частности, А. Г. Курош), причем здесь
ситуация по сравнению с групповым случаем глу-
боко нетривиальна.

Наша мотивация исходит из того факта, что
теория групп с малыми сокращениями и, особен-
но, итерированная теория групп с малыми сокра-
щениями (построенная Новиковым и Адяном
при решении проблемы Бернсайда) играет глав-
ную роль в решении многих классических задач
теории групп. Эта теория обеспечивает мощный
метод построения групп с необычными и даже эк-
зотическими свойствами, такими как, например,
бесконечные бернсайдовские группы [12, 1, 15, 8,
11, 4], монстр Тарского [14], конечно порожден-
ные бесконечные делимые группы [7] и многие
др. [13]. Актуальной является разработка анало-
гичного метода в теории колец в целях контроля
над соотношениями. Мы имеем в виду, что мно-
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гие объекты строятся с помощью естественных, в
рамках здравого смысла, систем соотношений.
Трудности заключаются в том, чтобы не было
лишних следствий этих соотношений, в частно-
сти объект не стал тривиальным. Мы ожидаем,
что предлагаемое понятие может быть использо-
вано, например, для построения конечно порож-
денного тела, а также аналога монстра Тарского и
обобщения теоремы Бергмана о централизаторе,
в том числе и для групповой алгебры свободной
группы.

Классический метод Новикова–Адяна реше-
ния проблемы Бернсайда [12, 1] (а также постро-
ения монстра Тарского – группы порожденной
любыми двумя своими некоммутирующими эле-
ментами) опирается на сложную индукцию по
рангу с большим количествоминдуктивных пред-
положений. Движущей силой этого метода явля-
ется то обстоятельство, что различные периоди-
ческие слова одного ранга с периодами схожей
длины имеют малую общую часть. Более того, со-
отношения одного ранга после специального
приведения мало взаимодействуют друг с другом
по модулю возможных преобразований младших
рангов. Это соответствует обобщенному условию
малых сокращений, что позволяет сделать шаг
индукции. Отметим, что понятие поворота в
данном ранге, используемое в работе Новикова и
Адяна, послужило отправной точкой для нашего
базового понятия мультиповорота (см. определе-
ние в параграфе 2.2 данной статьи, также в рабо-
тах [2, 3]).

Аналогичные трудные проблемы хорошо из-
вестны и в теории колец, однако соответствую-
щего универсального подхода для них пока не су-
ществует. Мы предполагаем, что итерирование
нашей конструкции подобно тому, как это дела-
ется при решении проблемы Бернсайда, даст ис-
комый метод для построения колец и ассоциатив-
ных алгебр с заданными свойствами. Данная ра-
бота соответствует случаю малых сокращений,
т.е. случаю когда ранг только один. В частности
наша конструкция может быть первым шагом в
построении конечно-порожденного тела.

В настоящее время неизвестно, как с ассоциа-
тивным кольцом связать геометрический объект.
Программу Громова “Группы как геометрические
объекты” [5], см. также [6], предваряет комбина-
торный подход. В групповом случае комбинатор-
ным объектом, отвечающим гиперболической
группе, является группа с малыми сокращениями
(если каждое соотношение представляется произ-
ведением не менее 7 малых кусков). Мы надеемся
построить определение “гиперболического коль-
ца”, начиная с рассматриваемых в настоящей ра-
боте колец с малыми сокращениями. Если будет
дано определение гиперболического кольца, то,
по всей видимости, рассматриваемые нами в этой

статье кольца с малыми сокращениями будут та-
кими кольцами. Мы предполагаем, что другим
частным случаем должны стать групповые кольца
гиперболических групп.

Естественно предположить, что при надлежа-
щем определении кручения в кольцевом случае
построенные кольца без кручения должны иметь
малую когомологическую размерность и одно-
мерные централизаторы элементов, обладать
свойством неаменабельности и иметь положи-
тельное решение проблемы Капланского о дели-
телях нуля. Развитие итеративной теории малых
сокращений может быть полезно, в частности,
для решения классической проблемы построения
конечно порожденного тела.

Отметим, что подход А. Смоктунович к кон-
тролю за соотношениями в кольцах привел к по-
строению простого ниль-кольца и других важных
примеров ниль-алгебр, см., например, [18, 9].
Этот подход основан на идеях, отличных от на-
ших, и не связан с теорией малых сокращений.

2. АКСИОМЫ МАЛЫХ СОКРАЩЕНИЙ
ДЛЯ КОЛЕЦ

2.1. Группы с малыми сокращениями
Рассмотрим группу G, заданную образующими

и определяющими соотношениями .
Мы предполагаем, что множество определяющих
соотношений  замкнуто относительно цикли-
ческих перестановок и взятия обратных и все эле-
менты из  являются циклически редуцирован-
ными. Взаимодействие между определяющими
соотношениями определяется в терминах малых
кусков. Слово  называется малым куском по от-
ношению к множеству  (в обобщенном группо-
вом смысле, см. [16, 10]), если существуют соот-
ношения вида  и  в  такие, что  и 
не сопряжен соотношению из  в соответствую-
щей свободной группе, даже после сокращений.

З а м е ч а н и е  1. Геометрически малые куски
можно рассматривать как слова, которые могут
появиться на общей границе между двумя клетка-
ми в диаграмме Ван Кампена [13, 10]. В частно-
сти, если , то мы можем заменить эти
клетки одной клеткой. Поэтому с самого начала
мы предполагаем, что .

Условие малых сокращений  означает, что
каждое соотношение в  не может быть записано
как произведение менее чем  малых кусков. Для
большинства целей семи малых кусков достаточ-
но, поскольку при условии C(7) дискретная эйле-
рова характеристика становится отрицательной
[10]. Чтобы гарантировать это, мы можем предпо-
ложить, что длина любого малого куска меньше
одной шестой длины соотношения, в котором он
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появляется. Основная теорема теории малых со-
кращений может быть сформулирована так:

Пусть ,  – два слова, которые не содержат
вхождений более половины соотношений из .
Они представляют один и тот же элемент из G тогда
и только тогда, когда они могут быть соединены од-
нослойной диаграммой [10, Лемма Гриндлингера].
(В частности, группа с малыми сокращениями не-
тривиальна.) Переход от  к  может быть пред-

ставлен в виде последовательности элементарных
шагов, называемых поворотами [12]. Каждый по-
ворот поворачивает ровно одну клетку.

Для удобства читателя ниже мы приводим
пример однослойной диаграммы, где слово  чи-
тается на ее верхней стороне, слово  – на ниж-
ней стороне, а клетки – это групповые соотноше-
ния из списка .

2.2. Основные определения для колец

Пусть  – поле. Мы будем использовать малые
греческие буквы для ненулевых элементов поля .
Пусть  – свободная группа, свободно порож-
денная алфавитом S. Элементы  называются
мономами или словами. Обозначим через 
групповую алгебру. Элементы  называются по-
линомами. Пусть , Через  обозначаем
их произведение. Мы пишем ab, если между  и 
нет сокращений.

Пусть фиксирован конечный или бесконеч-
ный набор полиномов  из :

Мы предполагаем, что мономы mij являются реду-
цированными, полиномы  – аддитивно редуци-
рованными,  – некоторое множество индексов,
все коэффициенты  ненулевые.

Обозначим через  идеал, порожденный как
идеал набором . Обозначим множество всех мо-
номов  из  через .

Целью настощей работы является определение
класса колец с малыми сокращениями. Такое
кольцо мы будем представлять в виде ,
и наше определение будем формулировать в виде
трех условий (аксиом) на  (набор соотношений)
и будем считать  фиксированными.

У с л о в и е  1 (Аксиома совместимости).

(i) Если , то 

для любого .

(ii) Пусть , где S – алфавит, свобод-

но порождающий , . Предполо-

жим, что x–1 – начальный символ какого-то mi.
Тогда

(после сокращений в мономах ). Мы требуем,
чтобы аналогичное условие выполнялось также, ес-
ли x–1 – последний символ монома и умножение на x
в последнем равенстве – с правой стороны.

Из второго условия аксиомы совместимости
немедленно следует, что множество  замкнуто
относительно взятия подслов. В частности, пу-
стое слово всегда принадлежит .

Определим понятие малого куска относитель-
но  в алгебре . Оно играет центральную роль
в нашей теории.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть . Предполо-
жим, существуют два полинома

такие что  является подсловом в  и в , т.е.

где , , ,  возможно являются пустыми.
Предположим, что

(даже после сокращений ), или
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(даже после сокращений). Тогда моном c называ-
ется м а л ы м  к у с к о м .

Обозначим множество всех малых кусков че-
рез . Ясно, что . Из определения следует,
что множество  замкнуто относительно взятия
подслов. В частности, если множество  непусто,
пустое слово всегда будет малым куском. Если на-
бор  оказался пустым, то мы все равно полагаем
пустое слово малым куском.

Пусть . Тогда или , где  –
малые куски, или  не может быть представлено
как произведение малых кусков. Введем меру на
мономах из  (Λ-мера). Будем говорить, что

, если  может быть представлен как про-
изведение малых кусков и минимальное возмож-
ное число малых кусков, в таком представлении
равняется . Будем говорить, что , если 
не может быть представлен как произведение ма-
лых кусков.

Зафиксируем константу , .
У с л о в и е  2 (Аксиома малых сокращений с

условием ).

Предположим, что  и линейная ком-

бинация  является ненулевой после приведе-

ния подобных членов.

Тогда существует моном a в  с ненулевым

коэффициентом после приведения подобных членов
такой, что:

или  не может быть представлен как произве-
дение малых кусков,

или каждое представление  в качестве произве-
дения малых кусков содержит, по крайней мере,

 малых кусков.
То есть, , включая .

О п р е д е л е н и е  2. Пусть .

Будем называть мономы , , и н -
ц и д е н т н ы м и  м о н о м а м и  (включая случай

). Напомним, что , .
Теперь мы вводим последнее условие, называ-

емое аксиомой изоляции. В отличие от двух
предыдущих аксиом, это полностью теоретико-
кольцевое условие. В нем мы используем понятие
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1 2j ja a ≤ , ≤1 21 j j n
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максимального вхождения монома из  и поня-
тие перекрытия вхождений.

Мы рассматриваем вхождения  в слово ,
т.е. , где ,  могут быть пустыми. Под
максимальным вхождением мы понимаем вхож-
дение монома из , которое не содержится в
большем таком вхождении. Отметим, что общая
часть двух максимальных вхождений всегда явля-
ется малым куском.

Перекрытие вхождений определяется как об-
щая часть двух вхождений.

Третья аксиома накладывает некоторые есте-
ственные ограничения на рассматриваемые коль-
ца. Мы выбрали ее наиболее слабую форму, что-
бы охватить наиболее широкий класс колец, что
существенно усложнило определение.

У с л о в и е  3 (Аксиома изоляции, левая, с
условием ). Пусть     – любая последо-
вательность мономов из  такая, что ,

 для всех ,
мономы  и  инцидентны для всех

,
и  – любой моном со следующими свой-

ствами:
1) ;
2) , ,  не имеют сокращений;
3)  – максимальное вхождение в ,  –

максимальное вхождение в ;
4) если  – максимальное вхождение в , ко-

торое содержит a,  – максимальное вхождение
в , которое содержит a, то существуют моно-
мы l,  такие, что

• ,  – малые куски;
• , la,  не имеют сокращений;
• существует последовательность мономов b1,

...,  из  таких, что , , для всех
i = 1, ...,  мономы  инцидентны, и  τ – 2.

Тогда .
Правая аксиома изоляции с условием  фор-

мулируется симметрично.
О п р е д е л е н и е  3. Будем говорить, что

 есть -к о л ь ц о  с  м а л ы м и
с о к р а щ е н и я м и , если оно удовлетворяет ак-
сиоме совместимости, аксиоме малых сокраще-

}
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ний с условием  и по крайней мере одной из ак-
сиом изоляции с условием .

Если дана группа  и ,
, тогда преобразование  = w'

называется п о в о р о т о м .
Мы заменяем понятие группового поворота

понятием кольцевого мультиповорота. Возьмем

, где все . Предположим, что  –

это моном вида  для некоторого ,

. Переход от  к 

называется м у л ь т и п о в о р о т о м . Это преоб-
разование продолжается линейно на , а затем
линейно на все полиномы, содержащие мономы

вида . Соответствующий полином 

называется р а с к л а д к о й  данного мультипово-
рота.

П р и м е р ы. В данных примерах для простоты
рассматривается групповая алгебра над полем из
двух элементов.

A. Предположим  и берется полином
. В этом случае мы получаем переход от

 к  в результате соответствующего мульти-
поворота:

Переход от  к  показывает, что поворот
можно рассматривать в качестве частного случая
мультиповорота.

B. Предположим  и берется полином
. Тогда мы получаем переход от 

к . Графически это выглядит следующим
образом:

C. Предположим  и берется поли-
ном . Тогда соответствующий муль-
типоворот – это переход от  к  + l · r.
Заметим, что поле замены a1 на 1, подслово q со-
кращаетсяс подсловом q–1. Результат имеет сле-
дующий вид (пустое слово 1 не отражено на ри-
сунке):

D. Предположим  и берутся следую-
щие полиномы  и  из . То-

гда имеются два соседних мультиповорота: a1 за-

меняется на  и b1 заменяется на . 

Предположим, что сначала выполняется мульти-
поворот слева, а затем мультиповорот справа. То-

гда  заменяется на , а затем ре-
зультат заменяется на la2s1b2r + la2 · r +

+  · r. При этом в мономах  и 
могут возникнуть сокращения. Теперь предполо-
жим, что сначала выполняется мультиповорот

справа, а затем мультиповорот слева. Тогда  за-
меняется на , а затем результат заме-
няется на  и произ-
водятся сокращения в необходимых местах. Заме-
тим, что требуется изменить второй мультиповорот,
чтобы приметить его. Также заметим, что итого-
вый результат не зависит от порядка выполнения
мультиповоротов.
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Данные выше примеры позволяют увидеть,
что, в отличие от групп, в кольцах в результате
мультиповоротов возникают новые эффекты.

Определим следующее векторное пространство,
ассоциированное с данным мономом и набором
мультиповоротов. Сначала рассмотрим моном

 и один мультиповорот, порожденный по-

линомом . Тогда соответствующее-

пространство линейно порождается мономами
  (после возможных сокращений) с

линейной зависимостью . Теперь рас-

смотрим моном  и несколько мультиповоротов.
Тогда соответствующее пространство линейно
порождается  и всеми мономами, которые полу-
чаются из него при помощи данных мультипово-
ротов, с линейными зависимостями равными
раскладкам данных мультиповоротов.

Рассмотрим определенное выше векторное
пространство, которое возникает в последнем
примере D. В примере D имеются следующие мо-
номы:

и линейные зависимости между ними:

Заметим, что последний полином является
суммой предыдущих. Таким образом, у нас име-
ется 5 линейных зависимостей (а не 6). Следова-
тельно, итоговое векторное пространство имеет
размерность не меньше четырех (так как у нас де-
вять попарно различных порождающих моно-
мов). Заметим, что в случае групп соответствую-
щее векторное пространство всегда одномерно,
т.е. данный эффект вырождается (см. диаграмму в
конце пункта 2.1).

3. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ
Т е о р е м а  1. Кольцо с малыми сокращениями

всегда нетривиально.

=v hlm r

=
α ∈ 5

1
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j
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,jlm r = , ,1j … n
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Приведем примеры колец с малыми сокраще-
ниями.

Т е о р е м а  2. Групповая алгебра группы с малы-
ми сокращениями, удовлетворяющей условию 
для , является кольцом с малыми сокращени-
ями.

Пусть  – есть групповая алгебра над полем
 свободной группы  с не менее чем четырьмя

образующими. Пусть, далее,  – моном,  –
его длина, при этом  не начинается и не за-
канчивается ни на одну из букв . Возь-
мем натуральные числа m и n так, что 
и моном :

(где знак  означает “существенно меньше”).
Пусть  состоит из тринома ,

. Имеет место следующая
Т е о р е м а  3. Кольцо  является кольцом с ма-

лыми сокращениями.
З а м е ч а н и е  2. В алгебре  элемент  об-

ратим, ибо  обратим, и если , то
. Построение конечно по-

рожденного тела осуществляется с помощью ите-
рирования следующей процедуры: берется мо-
ном w, по нему строится моном  и соотношение

. В пределе оказывается, что сумма
любых двух мономов либо нулевая (тогда они от-
вечают одному и тому же элементу алгебры), либо
равна третьему моному (тогда она обратима). Тем
самым строится конечно порожденное тело (не
только как кольцо, но и как полугруппа). Труд-
ность состоит в доказательстве нетривиальности
получившегося кольца. Весьма нетривиальная
теорема 3 означает возможность осуществить пер-
вый шаг этой процедуры.
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In the present paper we develop a small cancellation theory for associative algebras with a basis of invertible
elements. Namely, we study quotients of a group algebra of a free group and introduce three specific axioms
for the corresponding defining relations which provide small cancellation properies of the obtained ring.
We show that the obtained ring is non-trivial. This ring is called a small cancellation ring.

Keywords: small cancellation ring, turn, multi-turn, defining relations in rings, small cancellation group,
group algebra. filtration, tensor products, Dehn’s algorithm, greedy algorithm, Gröbner basis
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