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1. ВВЕДЕНИЕ
Здесь мы исследуем спектральные свойства се-

мейства несамосопряженных разностных опера-
торов Шредингера, действующих в  по фор-
муле

(1)

где  и  – частота и константа связи –
заданные числа, а  – параметр, индекси-
рующий уравнения семейства. Для краткости мы
часто не указываем зависимость оператора от ча-
стоты и константы связи.

Если , то функция  – квази-
периодическая, и семейство операторов  – эр-
годическое (метрически транзитивное), см. [2].
Квазипериодические операторы возникают в раз-
личных задачах современной физики и привлека-

Z
2( )l

θ + −= + + λ − π θ + ω ∈1 1( ) exp( 2 ( )) , ,l l l lu u u i l u l Z!

ω ∈ (0,1) λ > 0
θ ∈ [0,1)

ω ∈ Q
π θ+ω→ 2 ( )i ll e

θ!

ют интерес математиков благодаря своим бога-
тым и нетривиальным спектральным свойствам и
широкому кругу математических инструментов и
идей, необходимых для их изучения. Хотя на се-
годняшний день накопилось много результатов о
спектральных свойствах самосопряженных ква-
зипериодических дифференциальных и разност-
ных операторов, общая теория еще далека от за-
вершения. Ее важной лабораторией всегда было и
остается изучение нескольких конкретных моде-
лей, и многие результаты, полученные для них,
обобщаются на широкие классы операторов. По-
жалуй, главные и наиболее активно изучаемые
модели – оператор почти-Матье и мэрилендская
модель. Они отличаются от оператора  заменой
в (1) экспоненты на косинус и тангенс соответ-
ственно. Их спектральные свойства существенно
зависят от арифметических свойств частоты, вели-
чины константы связи и значений эргодического
параметра. Исследование этих операторов нача-
лось около 40 лет назад и активно ведется до сих
пор. Среди исследователей – A. Avila, J. Bellissard,
В. Буслаев, B. Helffer, С. Житомирская, И. Кач-
ковский, И. Красовский, R. Krikorian, Y. Last, W. Liu,
Л. Парновский, Л. Пастур, J. Puig, B. Simon,
Я. Синай, J. Sjöstrand и многие другие. Имеюща-
яся литература очень обширна, и мы упомянем
лишь две ставшие классическими книги [1, 2], па-
ру из последних работ [3, 4] и обзор [5], которые
помогут заинтересованному читателю войти в
проблематику.
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Оператор  введен в [7]. Наш интерес к нему
связан с тем, что в его случае очень эффективно
работают идеи перенормировочного подхода –
метода монодромизации, впервые возникшие в
работах Буслаева и Федотова при попытке обоб-
щить теорию Блоха–Флоке на периодические
разностные операторы на вещественной оси, см.
раздел 5.

Свойства несамосопряженных почти перио-
дических операторов мало изучены, наш подход
не зависит от самосопряженности, и нам пред-
ставляется, что спектральные свойства  – не-
тривиального почти периодического несамосо-
пряженного оператора – допускают весьма пол-
ный детальный анализ, а сам оператор может
стать важной моделью.

Как для оператора почти-Матье и мэриленд-
ской модели, свойства  нетривиально зависят
от параметров. Значение  оказывается кри-
тическим. Для  спектр, вещественный при

, становится комплексным при . Физи-
ки называют этот эффект -фазовым перехо-
дом. Значение  оказывается критическим и
для природы спектра. Так, точечный спектр воз-
никает лишь при  для “достаточно” ирраци-
ональных .

В [13] для диофантовых  спектр описан как
множество и показано, что при  он непреры-
вен, а при  есть плотный точечный спектр.
В [8] результат o геометрии спектра был обобщен
на все . Мы существенно полнее опишем
геометрическую структуру спектра и условия на
параметры, при которых возникают разные типы
спектра.

Эта статья – первый шаг нашего исследова-
ния. Дальнейшие планы включают, в частности,
эффективное описание (обобщенных) собствен-
ных функций.

Мы также обсудим разностный оператор Шрё-
дингера, действующий в  по формуле

(2)

Легко видеть, что  может быть разложен пря-
мым интегралом по  со слоями .

Операторы  и  – ограниченные несамосо-
пряженные операторы. Спектр  таких операто-
ров вводится как дополнение в комплексной плос-
кости к резольвентному множеству. Точечный
спектр  определяется как множество всех соб-
ственных значений, а непрерывный спектр  – в
терминах характеристических последовательно-
стей (последовательностей Вейля). Для остаточ-
ного спектра  – оставшейся части спектра –
справедлива общая формула [9, Гл. 1, § 1]:
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где  – оператор, а черта над множеством озна-
чает взятие комплексного сопряжения для всех
его элементов.

2. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ОПЕРАТОРОВ

Здесь мы обсудим свойства операторов  и ,
которые нам помогут прокомментировать спек-
тральные результаты. Из свойств прямого инте-
грала вытекает

Л е м м а  1. .

Эта лемма связывает спектры как множества.

На пространстве  зададим линейную и
антилинейную инволюции  и  по правилам:

Теми же символами, но уже на пространстве
, обозначим операторы, определенные фор-

мулами:

Л е м м а  2. Справедливы соотношения

С помощью этой леммы легко устанавливаются
С л е д с т в и е  1.  для всех

.
С л е д с т в и е  2. Операторы  и  являются
-симметричными, т.е.

(4)

3. ГЕОМЕТРИЯ СПЕКТРА
3.1. Случай иррационального ω

С помощью перенормировочного подхода,
сразу для всех  и очень естественно доказы-
вается (см. раздел 5)

Т е о р е м а  1. Пусть . Тогда спектр (как
множество) оператора  не зависит от . Если
при этом , то спектр – отрезок веще-
ственной оси,

(5)

a если , то спектр – эллипс,

(6)
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Заметим, что совпадение спектров  и  сле-
дует из леммы 1 и из того, что спектр  не зави-
сит от .

То, что спектры либо вещественны, либо сим-
метричны относительно вещественной оси, вы-
текает из леммы 2.

В условиях теоремы спектр непрерывно зави-
сит от . При  эллипс (6) стягивается к
отрезку (5).

Наконец, согласно следствию 2, операторы 
и  являются -симметричными. Понятие

-симметрии было введено физиками, см.,
напр., краткий обзор [10]. Если такой оператор
зависит от параметра и при его изменении спектр
оператора из вещественного превращается в ком-
плексный, то говорят, что происходит -фазо-
вый переход. Мы наблюдаем это явление при

.

3.2. Случай рационального 
Ниже через Arccos мы будем обозначать ветвь

арккосинуса, определенную на комплексной
плоскости c разрезами вдоль лучей  и

 и на их верхних берегах и , аналитиче-
скую на разрезанной полуплоскости, отображаю-
щая ее на полосу  и не-
прерывную вплоть до берегов разрезов.

В этом разделе мы будем иногда указывать за-
висимость операторa  от частоты. Справедлива

Т е о р е м а  2. Пусть , где  – вза-

имно простые числа. Спектр  описывается
формулами

Пусть , а  – взаимно простые
числа. Для того чтобы величина  была до-
статочно мала,  должно быть достаточно велико.
Теорема 2 позволяет детально асимптотически
описать  при , но мы ограни-
чимся несколькими замечаниями.

Спектр  концентрируется около спек-
тра этого оператора с тем же  и иррациональной
частотой (по теореме 1 при  спектр  от

 и  не зависит). Пусть .

Если , то множество  оказывается рас-

положенным в -окрестности отрезка
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, который отображение  пере-
водит в отрезок  – отрезок из (5). При

, множество  состоит из гладких кривых,

расположенных в полосах , ,

по одной в полосе. При  эти кривые
становятся частью границ полос.

Если , то множество  расположенo в

-окрестностях точек , l = 0,

. В каждой из них  состоит из одного
отрезка гладкой кривой. Отображение

 переводит прямую Im  в эл-
липс из (6).

При изменении  от нуля до  каждая из упо-
мянутых кривых заметает область, симметрич-
ную относительно вещественной оси. Отображе-
ние  переводит объединение этих об-
ластей в область, замыкание которой согласно
лемме 1 и является спектром оператора .
Спектр является одно-, дву- или -связным
в зависимости от величины . Для рациональ-
ных и иррациональных  спектры оператора 
качественно отличаются: если для  спектр –
либо отрезок прямой, либо эллипс, то для 
он является множеством положительной меры на
плоскости. Вид этого множества не зависит от
числителя дроби .

На рис. 1 мы последовательно (слева направо
сверху вниз) изобразили спектры оператора

 c  для  и .
Отметим, каждый из рисунков масштабирован
соответствующим образом вдоль вертикальной
оси, чтобы продемонстрировать форму спектра.

4. ПРИРОДА СПЕКТРА

Здесь мы сначала обсудим спектр оператора
, а затем поговорим о спектре . Для форму-

лировки и обсуждения результатов нам потребу-
ется информация о показателе Ляпунова, играю-
щем важную роль в спектральной теории самосо-
пряженных эргодических операторов.

4.1. Показатель Ляпунова

Сначала, следуя [1, 2], напомним определение
и важное свойство показателя Ляпунова. Рас-
смотрим уравнение

(7)

где  – ограниченная измеримая 1-периодиче-
ская функция. Хотя книги [1, 2] посвящены само-
сопряженным операторам, определение показа-
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теля Ляпунова корректно и для комплекснознач-
ных .

Перепишем (7) в виде

(8)

где

v

+ θ + ω ∈ Z1 = ( ) , ,l lU M l U l

(9)

Для каждого  для почти всех  предел
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Рис. 1. Спектры оператора .
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существует и принимает значение, не зависящее
от . Оно называется значением в точке  показа-
теля Ляпунова для эргодического семейства опера-
торов , определенных в  левой частью (7).
Показатель Ляпунова меряет скорость роста на
бесконечности решений (7).

Из теории Флоке следует, что предел в (10) су-
ществует для рациональных , но в этом случае
он может зависеть от . Мы по-прежнему будем
называть этот предел показателем Ляпунова.

Вернемся к оператору . Нами доказана
Т е о р е м а  3. Для  показатель Ля-

пунова  оператора  на спектре описывается
формулой

(11)

При  показатель Ляпунова на спектре
равен нулю. Вне спектра  для всех .

Отметим, что формула (11) совпадает с хорошо
известной для оператора почти-Матье [5, Теоре-
ма 9.1].

4.2. Непрерывный спектр  при 

Т е о р е м а  4. При  для всех  и
 спектр оператора  непрерывен,

Удивительно, но для оператора почти-Матье
имеются почти такие же результаты, см. [5, Тео-
ремы 9.1 и 9.5].

Из теорем 3–4 вытекает, что для  множе-
ство нулей показателя Ляпунова состоит только
из непрерывного спектра несамосопряженного
оператора .

4.3. Точечный спектр  при 

Пусть , а , , – подходящие дроби

цепной дроби, изображающей , см. [11]. Поло-

жим . Чем меньше , тем

хуже число  приближается рациональными
числами. Ниже  – показатель Ляпунова на спек-
тре .

Т е о р е м а  5. Пусть . Если  или
, то спектр оператора  чисто непреры-

вен. Если , то есть и точечный спектр.
Похожие результаты хорошо известны для

оператора почти-Матье и мэрилендской модели
[5].

Фактически, случай, когда возникает точеч-
ный спектр, изучен нами лучше. Для описания
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результатов, считая, что , определим после-
довательность чисел:

(12)

Т е о р е м а  6. Пусть , , и выполнено
условие

(13)

Тогда для всех  мы имеем  и

Собственные значения можно описать и фор-
мулой

Поэтому все En принадлежат эллипсу (6).
Обсудим условие (13). Прежде всего отметим,

что  для всех .
Далее, можно показать, что условие (13) гораз-

до слабее условия  из теоремы 5. Точ-
нее, при выполнении последнего, ряд в (13) схо-
дится сверхэкспоненциально быстро. С другой сто-
роны, обозначим n-ый член этого ряда через .
Если  при , то  =
= γ(λ).

При выполнении условия (13) собственные
функции оператора  можно построить в терми-
нах бесконечного произведения матриц, ско-
рость сходимости которого оказывается не мень-
ше, чем скорость сходимости ряда в (13). Такая
конструкция собственных функций для квазипе-
риодических операторов является новой. Мы по-
святим ей отдельную работу.

4.4. Спектр оператора 

Т е о р е м а  7. Для всех  и  выпол-
нены равенства:  и .

Аналогичный результат верен и в самосопря-
женном случае. При этом для  его доказа-
тельство использует разложение исследуемого
оператора прямым интегралом и непрерывность
плотности состояний для операторов-слоев. Но
последняя – объект самосопряженной теории.

5. КОРОТКО О МЕТОДАХ
Основной метод работы – метод монодроми-

зации – перенормировочный подход, упомяну-
тый во введении. В рамках него возникает беско-
нечная цепочка квазипериодических разностных
уравнений. По решениям любого из них можно
построить решения исходного уравнения. Удиви-
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тельное и нетривиальное свойство уравнения
Шрёдингера, соответствующего оператору ,
состоит в том, что все уравнения такой цепочки
отличаются от исходного лишь значениями пара-
метров [12]. В частности, для -го уравнения ча-
стота равна  из (12), a константа cвязи равна

. Это и позволяет эффективно описать
геометрию спектра, вычислить показатель Ляпу-
нова на спектре и исследовать точечный спектр.
Доказательство теоремы 4 использует оригиналь-
ный метод. Доказательство второго утверждения
теоремы 5 основано на идеях Гордона, Саймона и
Житомирской, см., например, [13, 14]. Доказа-
тельство теоремы 7 основано на аккуратном ана-
лизе пространства решений разностных уравне-
ний на оси с периодическими коэффициентами.
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ON THE SPECTRUM OF A NON-SELF-ADJOINT 
QUASIPERIODIC OPERATOR

D. I. Borisova,b,c and A. A. Fedotovd

a Institute of Mathematics, Ufa Federal Research Center, Russian Academy of Sciences, Ufa, Russian Federation
b Bashkir State University, Ufa, Russian Federation

c Univerzita Hradec Králové, Hradec Králové, Czech Republic
d St. Petersburg State University, St. Petersburg, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS S. V. Kislyakov

We study the operator  acting in  by the formula . Here l is an in-
teger variable, while ,  and  are parameters. For , this is the simplest non-
self-ajodint quasiperiodic operator. By means of a renormalization approach, we describe the geometry of the
spectrum of this operator, compute the Lyapunov exponent on the spectrum and describe the conditions un-
der which either the spectrum is pure continuous or a point spectrum appears additionally.

Keywords: quasiperiodic operator, non-self-adjoint operator, Lyapunov exponent, spectrum
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