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1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть  – стандартный винеровский

процесс. Хорошо известно, что с помощью вине-
ровского процесса  строится вероятностное
представление классического решения задачи Ко-
ши для уравнения теплопроводности. Именно, для
каждой непрерывной ограниченной функции f
функция

(1)
удовлетворяет уравнению теплопроводности

(2)

и начальному условию .

Если мы хотим строить вероятностное пред-
ставление не только классического, но и обоб-
щенного (см. [1, гл. III]) решения задачи Коши
для уравнения (2), то для начальной функции

 вместо (1) можно использовать следую-
щее выражение:

(3)
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где функция  определяется через преобразова-
ние Фурье  функции f как

В этом случае удобнее говорить не в терминах
уравнений, а в терминах функций от операторов.
Далее через  мы будем обозначать про-
странство Соболева функций (подробнее см. [2,
гл. 1]), определенных на . В пространстве 
мы выберем норму

где через  обозначено прямое преобразование
Фурье функции , которое в данной работе опре-
деляется как 

Рассмотрим самосопряженный оператор

(4)

заданный на области определения .
Хорошо известно (см., например, [3, гл. 7]), что
спектр  оператора  является абсолютно не-
прерывным и совпадает с полупрямой . Пре-
образование Фурье осуществляет унитарную экви-
валентность оператора  и оператора умножения
на . В силу спектральной теоремы оператор
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 при всех положительных  определен уже на
всем , а из (3) вытекает, что для любого

 справедливо

Другими словами, с помощью винеровского
процесса строится вероятностное представление
оператора .

В настоящей работе мы построим случайные
процессы, дающие аналогичное представление,
но не для экспоненты, а для резольвенты опера-
тора . Именно, мы построим семейство ,
t > 0 комплекснозначных случайных процессов,
параметризованных спектральным параметром

, таких, что при каждых  и  с
вероятностью единица выполнено

и при каждых  и  выполнено

(5)

В случае, когда  (т.е., когда )
равенство (5) выполнено для всех

Построенный класс процессов мы будем назы-
вать резольвентными процессами. При  ре-
зольвентный процесс  совпадает с процес-
сом броуновского локального времени (про бро-
уновское локальное время см., например, [4]).
Таким образом, указанный подход дает еще один
взгляд на броуновское локальное время, как на
одного представителя целого семейства процес-
сов. Для построения резольвентных процессов
мы использовали метод, предложенный в [5, 6].

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И СВОЙСТВА 
РЕЗОЛЬВЕНТНОГО ПРОЦЕССА

Пусть, как и выше,  – стандартный
винеровский процесс. Для каждого фиксирован-
ного  мы определим случайную функцию

 переменных  , причем так, что

при каждых ,  с вероятностью еди-

ница было выполнено

Для этого определим сначала процесс ,
который будет являться преобразованием Фурье
(по переменной x) искомого процесса .

−te ! t
R2( )L

∈ R2( )f L

�

−

→∞

−

→∞
−

− =

=
π 

!

2

( )
2

( ) = ( ) lim ( ( ))

1 ( ) lim ( ) .
2

t
MM

M
ipx ipw t

M
M

e f x L f x w t

L e e f p dp

E

E

− !te

! λ( , )r t x

λ ∈ C > 0t α ∈ [0,1/2)

α
λ ⋅ ∈ R2( , ) ( ),r t W

λ ∈ ∞C\[0, ) ∈ R2( )f L
−

λ→∞
∗ − λ 1lim = ( ) .

t
f r I fE !

λ ∈ ∞[0, ) λ ∈ σ !( )

−∈ − λ$ !
1(( ) ).f I

λ = 0
λ( , )r t x

≥( ), 0w t t

λ ∈ C

λ( , )r t x ≥ 0,t ∈Rx

> 0t )α ∈


10,
2

α
λ ⋅ ∈ R2( , ) ( ).r t W

�

λ( , )r t p

λ( , )r t x

Итак, пусть

При  для всех  положим

(6)

Далее, пусть . Тогда при 
или при  и , как и выше,
определим  формулой (6).

При  положим

(7)

При  и  положим

(8)

Наконец, при  и  положим

(9)

Введем обозначение. Через  обозначим
функцию, заданную следующим образом (a =
=   ):

(10)

В этих обозначениях

Покажем теперь, что для любых фиксирован-
ных  с вероятностью единица выполнено

, где  – обратное преобразова-
ние Фурье функции .

Для этого введем пространство  измеримых
случайных функций  с нормой

(11)
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где  есть преобразование Фурье функции  по
переменной .

Справедлива следующая

Т е о р е м а  1. 1. Для любого  при фик-

сированных   существует предел

где функция  задается своим преобразова-
нием Фурье

2. Если , то для любого  суще-

ствует предел

(12)

Из теоремы 1 немедленно следует, что с веро-
ятностью единица

а при 

Заметим, что процессы  у нас пока заданы
только своим преобразованием Фурье . Най-
дем теперь явное выражение для функций 
как функционалов от траекторий винеровского
процесса.

Пусть сначала . Тогда

и, значит,

где  – ядро Дирихле

Таким образом, при  мы имеем
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Пользуясь тем, что в смысле обобщенных
функций

где  – дельта-функция Дирака, здесь и ниже бу-
дем для сокращения записи использовать удоб-
ную формулу

(14)

понимая ее так, что правая часть (13) есть опреде-
ление правой части (14).

В случае  в этом же смысле мы имеем

Пусть теперь . Тогда

и, соответственно,

Заметим еще, что в случае  процесс 
совпадает с броуновским локальным временем
(см. [4, гл. 1, § 4]).

3. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
РЕЗОЛЬВЕНТЫ

Для каждого  определим случайный
ограниченный оператор
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полагая для 

(15)

В случае  определим еще случай-
ный оператор , полагая

(16)

Преобразования Фурье операторов 
действуют следующим образом:

(17)

(18)

Далее, для  определим функцию
, полагая

Т е о р е м а  2. Пусть . Тогда функция
 является обобщенным решением уравнения

удовлетворяющим условию .

Пусть, как и выше,  – самосопряженный опе-
ратор в , заданный на области определения

и действующий на этой области определения по
правилу

Как уже было отмечено,  = 
причем для  область определения опера-
тора  имеет вид

Т е о р е м а  3. 1. Пусть . Тогда для лю-
бого  справедливо

2. Пусть  и . Тогда для любого
 справедливо

(19)

3. Пусть . Тогда для любого 
справедливо (19).
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