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В настоящей работе рассматривается процесс проведения сейсмической разведки газовых месторож-
дений с установкой источника на поверхности ледового острова. Построена модель, включающая в
себя ледовое образование, акваторию, многослойный геологический массив и резервуар с метаном.
Для корректного описания динамического поведения отдельных сред использованы уравнения ли-
нейной теории упругости, акустики, вязкоупругая модель Максвелла и упруговязкопластическая мо-
дель Кукуджанова. Для численного решения определяющей системы уравнений используется сеточ-
но-характеристический метод на прямоугольных расчетных сетках. Между средами в явном виде
ставятся физические контактные условия. На основе сеточно-характеристического критерия моно-
тонности построена новая гибридная схема повышенного порядка точности. С ее помощью полу-
чено полноволновое решение сейсмической задачи в двумерной постановке.
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ВВЕДЕНИЕ

Среди актуальных задач описания природных
и индустриальных процессов в Арктическом ре-
гионе одной из важнейших является задача об ис-
кусственном ледовом острове, который может
использоваться в качестве морской платформы.
Практическая реализация данной технологии
была успешно произведена в Канаде [1, 2]. Ком-
плекс задач, связанный с данной постановкой,
был частично рассмотрен в работе [3]. Средой,
представляющей наибольший интерес в Арктиче-
ских задачах, является лед. Он является неодно-
родным материалом со сложной реологией, неко-
торые свойства которой изложены в [4]. На прак-
тике часто динамическое поведение льда
моделируется уравнениями упругости. Напри-
мер, в работах [5–7] авторами был численно ре-
шен ряд задач, включающих различные среды:
ледовое поле, морская вода и грунт. Для описания
их поведения использовались модели линейной
упругости и акустики [8–11].

В настоящей работе рассматривается процесс
распространения сейсмических волн в сложно
построенной модели, включающей в себя ледо-
вый остров, окружающее его ледовое поле, воду и
неоднородный геологический массив. Для учета
нелинейного поведения льда используется мо-
дель вязкоупругости Максвелла [12, 13] и модель
упруговязкопластичности Кукуджанова [14].

Для численного решения определяющей си-
стемы уравнений в настоящей работе использует-
ся сеточно-характеристический метод [15, 16] на
прямоугольных сетках. В задачах о распростране-
нии волн в сплошных средах могут возникать
большие градиенты искомых функций, поэтому
для расчетных схем важно свойство монотонно-
сти. Однако монотонных линейных схем с поряд-
ком выше первого для гиперболических задач не
существует. Для преодоления данной проблемы
исследователями было предложено множество
подходов, например, использование различных
ограничителей потоков таких, как minmod, свой-
ства которого изучались в [17], использование ре-
конструированных значений на границах разрыва,
как в ENO- и WENO-схемах [18], использование
различных критериев монотонности, например
монотонности по Хартену для TVD-схем в [19] и
гибридизация [20]. В настоящей работе на основе
сеточно-характеристического критерия моно-
тонности [21] была построена новая схема повы-
шенного порядка точности. С ее помощью было
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получено численное решение задачи ледовой
сейсморазведки – обнаружение метанового ре-
зервуара в слоистом геологическом массиве.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящей работе рассматривается задача о
распространении сейсмических волн, иницииру-
емых на поверхности ледового острова. Общий
вид расчетной области представлен на рис. 1.
Компьютерная модель состоит из следующих фи-
зических объектов: 0 – ледовый остров; 1 и 2 – ле-
довое поле; 3 – толща воды; 4 – осадочные поро-
ды; 5–7 – слоистый геологический массив; 8 –
резервуар с метаном. Для корректного описания
динамических процессов, происходящих в них,
каждая из подобластей описывается соответству-
ющей механико-математической моделью: 0 и
1 – модель Максвелла; 2 – модель Кукуджанова;
3 и 8 – уравнения акустики, 4–7 – уравнения ли-
нейной изотропной упругости. Между контакти-
рующими средами ставится физически коррект-
ное контактное условие полного слипания, а на
верхней границе используется условие свободной
границы. Использование на нижней и боковых
границах условия не отражения позволяет мини-
мизировать численные артефакты от границ рас-
четной области. Общие размеры модели находят-

ся в пределах 600 м по горизонтальной оси и 610 м
по вертикальной оси.

В качестве источника сигнала использовалось
точечное поверхностное нагружение поверхно-
сти льда (области 0) вертикально направленной
силой, имеющей синусоидальную зависимость от
времени. Целью проводимых расчетов являлось
сопоставление волновых полей, формирующихся
при наличии резервуара с метаном и в его отсут-
ствии. В табл. 1 указаны параметры всех сред, а
также используемых в численных расчетах сеток.
Здесь введены обозначения: τ0 – параметр релак-
сации, k – предел текучести материала,  – про-
странственный шаг сетки по горизонтали,  – по
вертикали.

ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Рассмотрим определяющую систему уравне-
ний линейной изотропной упругости:

(1)

(2)

где f – вектор внешней силы,  – плотность сре-
ды,  – тензор напряжений, v – вектор скорости
среды,  и  – упругие параметры Ламе.

1h
2h

ρ = ∇ ⋅ σ +� ,v f

( ) ( )σ = λ ∇ ⋅ + μ ∇ ⊗ + ⊗ ∇� ,Iv v v

ρ
σ

λ μ

Рис. 1. Общий вид расчетной области.
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Она является гиперболической, поэтому мо-
жет быть записана в каноническом виде:

(3)

где введен вектор неизвестных u = , σxx,

После расщепления системы (3) по простран-
ственным направлениям для численного реше-
ния полученных одномерных систем в работе ис-
пользуется сеточно-характеристический метод,
основанный на переходе к инвариантам Римана

(4)

где матрица  находится путем диагонализации
соответствующей матрицы :

(5)

Поскольку матрица  является диагональной
и состоит из собственных значений матрицы ,
исходная система уравнений превращается в си-
стему одномерных независимых линейных урав-
нений переноса:

(6)

Системы уравнений, описывающие поведение
акустической среды, а также модели Максвелла и
Кукуджанова также являются гиперболическими
(с ненулевыми правыми частями) и допускают
аналогичные преобразования.

Остановимся подробнее на численном реше-
нии линейного уравнения переноса:

(7)

Введем в рассмотрение шеститочечный шаблон:
, , , (tn, xm + 2).

=

∂ ∂+ =
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2

1

0,i
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A
t x
u u

v v( ,x y

σ σ, ) .T
yy xy

−= 1 ,Ur u

−1U
iA

−= 1Λ .A U U

Λ
iA

∂ ∂+ =
∂ ∂ξ

Λ 0.
t
r r

+ λ = λ =0, const.t xu u

+1( , )n mt x −2( , )n mt x − +1 1( , ), ,( ) (, , )n m n m n mt x t x t x

Все явные разностные схемы на данном шаб-
лоне можно записать в виде выражения с неопре-
деленными коэффициентами , , , :

(8)

А.С. Холодовым был проведен их анализ [20,
21], при котором варьировались коэффициенты

, . Его результаты представлены на рис. 2.
Поскольку не существует способа построить

явную линейную монотонную схему выше перво-
го порядка аппроксимации, нами был выбран

−α  
2 −α  

1 α  
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1 2,
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2 0, 

Таблица 1. Параметры сред

Номер слоя  м/с  м/с  кг/м3  м , м Другие параметры

0 3940 2493 917 0.5 0.1 τ0 = 0.5 с
1 3940 2493 917 1 0.04 τ0 = 0.5 с
2 3940 2493 917 1 0.02  Па, τ0 = 0.5 с
3 1500 – 1000 1 0.4 –
4 1806 316 2000 2 0.2 –
5 1900 800 2000 2 2 –
6 2050 900 2000 2 2 –
7 2250 1000 2000 2 2 –
8 430 – 0.6682 2 1 –

,pc ,sc ρ, 1,h 2h

= × 62.2 10k

Рис. 2. Пространство неопределенных коэффициен-
тов из работы [22]. Заштрихованная область – схемы
1-го порядка, монотонные по Фридрихсу [23], об-
ласть  – все устойчивые схемы 2-го порядка,
прямая  – все устойчивые схемы 3-го порядка.

B3

B4

A3

A5

A4

A6

��2
0

�2
0

�0
0

B2

B5

B1

B8

C1

C2
C3

B6B6B6

B7B7B7

A1A1A1

C4C4C4

C5C5C5

00

1 2 3 4B B B B
1 5–C C



70

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 501  2021

ПЕТРОВ и др.

подход, основанный на гибридизации вычисли-
тельного алгоритма. Для построения расчетной
схемы были использованы квазимонотонные схе-
мы [24], демонстрирующие минимальные осцил-
ляции среди схем 2-го и 3-го порядков, т.е. наибо-

лее близкие по метрике  к области

монотонных по Фридрихсу схем, схема с наи-
меньшей аппроксимационной ошибкой среди
схем 1-го порядка, а также единственная схема
4-го порядка и некоторые схемы 3-го порядка на
прямой  (см. рис. 2). Список всех исполь-
зуемых схем на данном шаблоне включает в себя
следующие схемы:

1. Схема 1-го порядка Куранта–Изаксона–Риса:

(9)

2. Квазимонотонная схема 2-го порядка:

(10)

3. Схема 3-го порядка Русанова:

(11)

4. Схема 3-го порядка (без названия):

(12)

5. Квазимонотонная схема 3-го порядка:

(13)

6. Схема 4-го порядка:

(14)
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В данной работе используется сеточно-харак-
теристический критерий монотонности:

(15)

где ,  – значения сеточной функции на слое
 в двух ближайших к характеристике, исхо-

дящей из рассчитываемой точки , сеточ-
ных узлах , , лежащих по обе стороны
от этой характеристики.

На основе данного критерия монотонности
была построена гибридная схем по следующему
алгоритму:

1) Вычисление  по схеме наивысшего по-
рядка;

2) Проверка критерия монотонности. Если он
выполняется, то используется рассчитанное значе-
ние. Если он не выполняется, то вычисляется 
по схеме такого же порядка или на порядок ниже.

При этом записанные выше схемы перебира-
ются в следующем порядке: схема 4-го порядка,
схема 3-го порядка Русанова, схема 3-го порядка
(без названия), квазимонотонная схема 3-го по-
рядка, квазимонотонная схема 2-го порядка, схе-
ма 1-го порядка Куранта–Изаксона–Риса.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
Построенная гибридная схема была протестиро-

вана на разрывном решении одномерного линей-
ного уравнения переноса. Параметры численного
расчета: число Куранта σ = 0.2, шаг по пространству
h = 0.625 мм, число шагов по пространству Nx =
3200, шаг по времени  = 0.125 мс, число шагов по
времени Nt = 16000. В центре расчетной области
задавался прямоугольный импульс единичной
амплитуды, на границах использовались перио-
дические граничные условия.

Результаты расчетов представлены на рис. 3.
Их анализ показывает, что гибридная схема обес-
печивает отсутствие нефизических осцилляций, в
отличие от остальных схем с порядком аппрокси-
мации выше 1-го. При этом она значительно
превосходит схему 1-го порядка по узости размы-
тия разрыва и близка к схемам 3-го и 4-го порядка
аппроксимации.

В дальнейшем построенная схема была ис-
пользована при расчете задачи об источнике сей-
смического сигнала в ледовом острове. Всего в
расчете использовалось порядка 180 тыс. узлов
сетки, а шаг по времени, выбранный из условия
Куранта, составлял 5 мкс. На рис. 4 представлены
результаты проведенных расчетов для модели с
резервуаром с метаном и без него. Видно образо-
вание отраженных от его покрышки и подошвы
упругих волн, регистрация которых на дневной
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поверхности должна позволить определить ха-
рактеристики резервуара. Вдоль поверхности по
льду распространяется поверхностная волна Рэ-
лея, а в остальных слоях продольные и попереч-
ные объемные волны.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе была рассмотрена задача
распространения волн при проведении сейсми-

ческой разведки с ледового острова. В модель ис-
следуемой области входили лед, водная толща и
геологический массив с резервуаром, заполнен-
ным метаном. Для описания динамического по-
ведения данных сред использовался ряд механико-
математических моделей, определяющие систе-
мы уравнений которых являются гиперболиче-
скими. Для их численного решения использовал-
ся сеточно-характеристический метод на прямо-
угольных сетках с явным выделением контактных

Рис. 3. Слева – численный расчет по гибридной схеме ( ) и аналитическое решение (—). Справа – окрестность правой
границы импульса: схема 4-го порядка ( ), 3-го порядка Русанова ( ), гибридная схема ( ), 1-го порядка Куранта–
Изаксона–Риса ( ), аналитическое решение (—).
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Рис. 4. Распределение модуля скорости в модели в момент времени 0.3 с после начала расчета. Слева – отсутствие ре-
зервуара, справа – его наличие. Обозначения: a – продольные волны, отраженные от покрышки и подошвы резерву-
ара, b и c – сферические волны от его боковых границ, d – зона ослабления падающей волны.
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ПЕТРОВ и др.

границ. Он включает этап решения линейного
одномерного уравнения переноса, для которого
была построена новая гибридная схема повышен-
ного порядка точности. Она продемонстрировала
отсутствие нефизических осцилляций на разрыв-
ных решениях.

С ее помощью были получены волновые кар-
тины процессов, происходящих во льду, воде и
толще геологического массива. При наличии в
модели резервуара с метаном (см. рис. 4), происхо-
дит формирование отраженных продольных волн
от его покрышки и подошвы. Они несут информа-
цию о его мощности (разница их времен прихода),
а также горизонтальной протяженности (размер
горизонтальных участков синфазности сигналов).
Анализ пространственной волновой картины вы-
являет также образование сферических волн, ини-
циированных на краях резервуара. Дополнитель-
но следует отметить формирование зоны тени не-
посредственно под резервуаром, что обусловлено
отражением значительной части энергии от кон-
трастной границы геологический массив – резер-
вуар с метаном, и дифрагированных волн. Реги-
страция отраженных сигналов на дневной по-
верхности должна способствовать определению
физических характеристик резервуара.

Развитие методов решения прямых полновол-
новых задач способно повысить точность реше-
ния ряда практических задач. К ним относятся, в
частности, выбор оптимальной схемы расстанов-
ки источников и приемников на основе априор-
ных знаний о геологическом строении массива,
оценка применимости ледовых островов для по-
левых работ в Арктическом регионе и влияния
различных природных факторов на получаемые
результаты. Разработанный вычислительный ал-
горитм расчета волнового поля в заданной геоло-
гической модели может быть включен в процесс
решения востребованных на практике обратных
задач миграции и инверсии. Направлением даль-
нейших исследований представляется обобщение
расчетного алгоритма на трехмерный случай и ис-
пользование более реалистичной геологической
модели.
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HYBRID GRID-CHARACTERISTIC SCHEMES 
FOR ARCTIC SEISMIC PROBLEMS

Corresponding Member of the RAS I. B. Petrova, V. I. Golubeva, and E. K. Gusevaa

a Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Moscow Region, Russian Federation

The process of conducting the seismic exploration of gas fields with the installation of a source and receivers
on the surface of an ice island was considered in this paper. The model has been built that includes an ice for-
mation, water area, multilayer geological massif and a methane reservoir. For a correct description of the dy-
namic behavior of individual media, the equations of the linear theory of elasticity, acoustics, Maxwell’s vis-
coelastic and Kukudzhanov’s elastoviscoplastic models were used. For the numerical solution of the govern-
ing system of equations, the grid-characteristic method was used on rectangular meshes. Physical contact
conditions were explicitly set between them. Based on the grid-characteristic monotonicity criterion, a new
hybrid scheme of a higher order of accuracy was constructed. It provided a full-wave solution of the seismic
problem in a two-dimensional formulation.

Keywords: direct seismic survey problem, artificial ice island, mathematical simulation, grid-characteristic
method, monotonicity criteria, hybrid scheme
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