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Пусть  – произвольное поле характеристики
ноль, а  – его алгебраическое замыкание. Мно-
гообразие X размерности d называется многооб-
разием Севери–Брауэра, если  изо-
морфно . Если d = 1, то X является коникой, а
если d = 2, то X называется поверхностью Севе-
ри–Брауэра.

Многообразие Севери–Брауэра называется
нетривиальным, если оно не изоморфно . Хо-
рошо известно, что многообразие Севери–Брауэ-
ра тривиально тогда и только тогда, когда на нем
имеется -точка. Кроме того, если X нетривиаль-
ное d-мерное многообразие Севери–Брауэра и
d + 1 – простое число, то степень каждой точки на
X делится на d + 1 (см. [1, Theorem 53]).

Полная классификация конечных подгрупп
автоморфизмов нетривиальной поверхности Се-
вери–Брауэра получена в работах К. Шрамова и
В. Вологодского [2–5]. Пусть  – циклическая
группа порядка . Тогда верна следующая

Т е о р е м а  1 (ср. [Theorem 1.3(ii)]). Пусть  –
нетривиальная поверхность Севери–Брауэра над
полем  характеристики ноль. Тогда любая конеч-
ная группа автоморфизмов изоморфна , ,

 или , где  – натуральное число,
делящееся только на простые числа, равные 1 по
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модулю  (включая случай ), а  — полу-
прямое произведение, соответствующее внешнему
автоморфизму  порядка , нетривиально дей-
ствующего на любом нетривиальном элементе .

Более того, для любой группы G, упомянутой вы-
ше, существует поле  характеристики ноль и не-
тривиальная поверхность Севери–Брауэра  над
этим полем такая, что .

Целью данной статьи является получение би-
рациональной классификации факторов нетри-
виальных поверхностей Севери–Браэра по ко-
нечным группам автоморфизмов. В частности,
мы хотим дать ответ на вопрос, для каких поверх-
ностей Севери–Брауэра S и групп  фа-
ктор S/G является -рациональным (т.е. бираци-
онально эквивалентным ). Стоит отметить, что
для алгебраически замкнутого поля  характери-
стики ноль факторы -рациональных поверхно-
стей по конечной группе автоморфизмов всегда

-рациональны по критерию рациональности
Кастельнуово (см. [6]). Кроме того, для произ-
вольного поля  характеристики ноль факторы 
по конечным группам автоморфизмов также все-
гда -рациональны (см. [7, Theorem 1.3]). Неко-
торые другие результаты о рациональности фак-
торов -рациональных поверхностей по конеч-
ным группам автоморфизмов можно найти в
статье [8]. Основной результат этой статьи – сле-
дующая

Т е о р е м а  2. Пусть  – нетривиальная по-
верхность Севери–Брауэра над полем  характери-
стики ноль, а  – конечная подгруппа в . 
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Тогда фактор S/G является -рациональным
тогда и только тогда, когда |G| делится на . Иначе
фактор S/G бирационально эквивалентен .

Эта теорема является обобщением следующе-
го предложения.

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть – коника над по-
лем  характеристики ноль, на которой нет -то-
чек, а  – конечная подгруппа в . Тогда фак-
тор C/G изоморфен  тогда и только тогда, когда
порядок  четен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Степень любой точки
на C четна. Предположим, что порядок G нечет-
ный. Тогда любая -орбита на множестве геомет-
рических точек  состоит из нечетного количе-
ства точек. Значит, образ такой орбиты на C/G не
определен над , а на факторе C/G нет -точек.
Следовательно, этот фактор не изоморфен .

Теперь предположим, что порядок  четный.
В этом случае найдется элемент  порядка .
Антиканоническое отображение, заданное линей-
ной системой , определяет вложение С ↪ 
такое, что действие g на  продолжается до дей-
ствия g на . Можно выбрать координаты

 в  такие, что действие g будет следую-
щим: . Тогда отображение
факторизации  является ограничением
проекции  ⤏ , заданной формулой

, на .
Следовательно, некоторые -орбиты опреде-

лены над , а значит, некоторые G-орбиты также
определены над . Таким образом, на факторе
C/G есть -точки, а значит, этот фактор изомор-
фен , поскольку  для любой конечной

группы .
Доказательство теоремы 2 устроено более

сложно, поэтому мы разобьем его на несколько
лемм.

Л е м м а  1. Пусть  – нетривиальная поверх-
ность Севери–Брауэра над полем  характеристи-
ки ноль, а  – конечная подгруппа в , изоморф-
ная µn. Тогда множество -неподвижных точек на 
состоит из трех изолированных геометрических то-
чек. Если , то эти точки определены над расши-
рением полей  степени .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим действие 
на . Это действие диагонализуется в

. Заметим, что множество неподвижных
точек  либо состоит из изолированной непо-
движной точки и прямой, либо состоит из трех
изолированных точек ,  и . В первом случае
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изолированная неподвижная точка уникальна, а
значит, определена над , но на S нет -точек.
Следовательно,  имеет три изолированные не-
подвижные точки на S.

Изолированные неподвижные точки группы
 транзитивно переставляются группой Галуа

. Поэтому эти точки определены либо
над расширением полей  степени 3 с группой
Галуа , либо над расширением полей

 степени 6 с группой Галуа , где
 – неабелева группа порядка 6. В частности,

найдется элемент  порядка 3 такой,
что , , .

Если , то найдется подгруппа , где
p – простое число, равное 1 по модулю 3. Дей-
ствие образующей µp на  можно записать, как

, где  – корень из единицы p-ой сте-
пени. Образующая действует на касательных про-
странствах ,  и  как ,

 и  соответственно.

Поскольку , получаем , а
значит,

Следовательно,  по модулю p. В част-
ности,  и  по модулю p.

Предположим, что группа Галуа  со-
держит элемент δ такой, что ,  и

. Тогда  и . Значит,

 по модулю p. Но  по модулю p. Полу-
чаем противоречие. Следовательно, если , то
три точки ,  и  определены над расширени-
ем полей  степени 3.

Л е м м а  2. Пусть  – нетривиальная поверх-
ность Севери–Брауэра над полем  характеристи-
ки ноль, а  – конечная подгруппа в , изо-
морфная µn, где  – натуральное число, делящееся
только на простые числа, равные  по модулю . То-
гда фактор  бирационально эквивалентен .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Степень любой точки
на нетривиальной поверхности Севери–Брауэра
делится на 3. Значит, на S/G нет -точек,
поскольку количество геометрических точек в

-орбитах не делится на .
Для  утверждение леммы тривиально. По-

этому предположим, что .
По лемме 4 множество -неподвижных точек

на S состоит из трех изолированных геометриче-
ских точек, определенных над расширением по-
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лей  степени 3. Любая циклическая группа,
действующая на , является подгруппой то-
ра, действующего на . Значит, фактор S/G – это

-форма торической поверхности с тремя особы-
ми точками, являющимися образами -непо-
движных точек на S. Группа Галуа 
действует на веере соответствующей торической
поверхности. Разрешим особенности S/G и вос-
пользуемся µ3-эквивариантной программой
минимальных моделей. В результате мы получим
µ3-минимальную поверхность дель Пеццо или
расслоение на коники  такую, что  – ториче-
ская поверхность. Для любой торической поверх-
ности дель Пеццо или расслоения на коники 
выполняется неравенство . Несложно за-
метить, что для таких поверхностей группа µ3 мо-
жет эффективно действовать только на веере по-
верхности дель Пеццо степени 9 или 6. Кроме то-
го, поверхность дель Пеццо степени 6 не может
быть µ3-минимальной, поскольку на ней можно
µ3-эквивариантно стянуть тройку непересекаю-
щихся (–1)-кривых. Следовательно,  – поверх-
ность дель Пеццо степени 9 без -точек, т.е. не-
тривиальная поверхность Севери–Браэура.

Класс поверхности  в группе Брауэра 
лежит в циклической подгруппе, порожденной
классом поверхности , поскольку между по-
верхностями Севери–Браэура  и  есть рацио-
нальное отображение S ⤏  (см. [9, Упражнение
3.3.8(iii)]). Значит,  либо изоморфна , что не-
возможно, поскольку на  нет -точек, либо
изоморфна , либо изоморфна Sop, где Sop – по-
верхность Севери–Брауэра, соответствующая
центральной простой алгебре, противоположной
центральной простой алгебре, соответствующей .
Поверхность Sop бирационально эквивалентна S
(см. [10]). Следовательно, S/G бирационально эк-
вивалентен S.

З а м е ч а н и е  1. Заметим, что доказательство
леммы 5 несложно обобщить на случай, когда

 – нормальная подгруппа в конечной груп-
пе , изоморфной ,  или .
В этом случае фактор S/N будет G/N-бирацио-
нально эквивалентным поверхности Севери–
Брауэра , поскольку действие G/N на веере, со-
ответствующем S/N, либо тривиально, либо сов-
падает с действием .

Теперь предположим, что группа µ3 действует
на нетривиальной поверхности Севери–Брауэра S.
Тогда по лемме 4 группа µ3 имеет три изолирован-
ные неподвижные геометрические точки, опре-
деленные над расширением полей  степени 3
с группой Галуа  или над расшире-
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нием полей  степени 6 с группой Галуа
. Мы рассмотрим эти случаи от-

дельно и покажем, что в каждом из них фактор
 является -рациональным.

Л е м м а  3. Пусть  – нетривиальная поверх-
ность Севери–Брауэра, а  – конечная подгруппа в

, изоморфная µ3. Предположим, что изолиро-
ванные неподвижные точки группы  определены
над расширением полей  степени  с группой Га-
луа . Тогда S/G является -рацио-
нальным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ,  и  – изо-
лированные неподвижные геометрические точки
группы  на . Раздуем -эквивариантно эту
тройку точек и получим поверхность дель Пеццо

 степени . Заметим, что каждая из шести (–1)-
кривых -инвариантна, поэтому шесть точек пе-
ресечения этих кривых неподвижны для . Легко

проверить, что на касательном пространстве к  в
каждой из этих точек группа  действует как

, где  – корень третьей степени из
единицы.

Группа  не сохраняет ни одну
-неподвижную точку на . Поэтому можно раз-

дуть любую тройку -неподвижных точек, опре-
деленную над , и получить поверхность . Для
получившейся поверхности , исключи-
тельный дивизор раздутия  – это тройка
поточечно -неподвижных (–1)-кривых ,  и

, а собственные прообразы шести (–1)-кривых
на  являются (–2)-кривыми на . Можно про-
верить, что  – слабая поверхность дель Пеццо, а
антиканоническое отображение

стягивает шесть (–2)-кривых в три особенности
типа . Кроме того,  – особая кубическая по-
верхность, а образы ,  и  – это прямые, про-
ходящие через пары особых точек.

Линейные системы ,  и  являют-
ся -инвариантными, поскольку морфизмы

,  и  являются -эквивари-
антными. Значит, действие  на  индуцирует
действие  на . Кроме того,  поточечно фик-
сирует плоскость в , поскольку она фиксирует
три пересекающиеся прямые. Следовательно,
можно выбрать координаты  в  та-
кие, что действие  задается отображением

. Тогда отображение
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факторизации  является ограничением
проекции , заданной формулой

(ср. с доказательством предложения 3). Значит,
 и S/G является -рациональным, по-

скольку S/G и X/G бирационально эквивалентны.
Для оставшегося случая  нам

понадобится следующая
Л е м м а  4. Пусть  – поверхность дель Пеццо

степени 6 над произвольным полем  характери-
стики ноль. Если на  найдется точка степени 2 и
точка степени 3, то  является -рациональной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  – расширение
поля  степени 2 такое, что на  есть -точ-
ка. Тогда  является -рациональной, по-
этому можно найти пару геометрических точек 
и  на , определенных над  и не лежащих на
(–1)-кривых.

Рассмотрим раздутие  точек  и .
Можно проверить, что  – поверхность дель
Пеццо (возможно, слабая) степени 4, на которой
есть точка степени 3. Антиканоническое отобра-
жение, заданное , отображает X в , где

 – поверхность дель Пеццо (возможно, особая)
степени 4. В доказательстве [11, Lemma 2.4] пока-
зано, что в этом случае на  есть гладкая -точ-
ка. Для удобства читателя мы приведем другое до-
казательство этого факта.

Пусть ,  и  – три геометрические точки на
 такие, что эта тройка определена над . Такая

тройка существует, поскольку на  есть точка
степени 3. Рассмотрим плоскость , определен-
ную над  и проходящую через ,  и . Получа-
ем  и кратность пересечения одинакова
в каждой из точек ,  и . Следовательно, если

 имеет размерность ноль, то найдется дру-
гая гладкая -точка q на .

Если  одномерно, то пересечение
 — коника, поскольку  – пересече-

ние двух квадрик в . Если  гладкая, то на ней
бесконечно много -точек, поскольку на ней есть
точка степени 3. Если  – объединение двух пря-
мых, то точки ,  и  должны лежать на одной
из них. Тогда эта прямая определена над . Если

 – двойная прямая, то эта прямая определена
над . В любом случае на  бесконечно много

-точек, поэтому на  есть гладкая -точка.
Образ любой -точки на  при отображении

 – это -точка на . Значит,  является
-рациональной по [12, параграф 4].
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Л е м м а  5. Пусть  – нетривиальная поверх-
ность Севери–Брауэра, а  – конечная подгруппа в

, изоморфная µ3. Предположим, что изолиро-
ванные неподвижные точки группы  определены
над расширением полей  степени 6 с группой Га-
луа . Тогда S/G является -рацио-
нальным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Группа  имеет три
изолированные неподвижные точки на ,
определенные над K. Значит, фактор S/G являет-
ся -формой особой торической поверхности та-
кой, что три особые точки не определены над ,
но определены над K. Группа Галуа 
действует на веере этой торической поверхности.
Разрешим особенности S/G и воспользуемся

-эквивариантной программой минимальных
моделей. В результате мы получим -минималь-
ную поверхность дель Пеццо или расслоение на
коники  такую, что  – торическая поверх-
ность. Для любой торической поверхности дель
Пеццо или расслоения на коники X выполняется
неравенство . Несложно заметить, что для
таких поверхностей группа  может эффектив-
но действовать только на веере поверхности дель
Пеццо степени 9 или 6.

Покажем, что  является -рациональной.
Заметим, что в группе  есть нор-
мальная подгруппа µ3, поэтому существует рас-

ширение  поля  степени 2 такое, что изо-
лированные неподвижные точки группы  не
определены над , но определены над расшире-
нием K/L степени 3. Значит, 
является -рациональной по лемме 3. Следова-
тельно, на  есть точка степени 2. Если  – по-
верхность дель Пеццо степени 9, то  является

-рациональной, поскольку прямая, проходящая
через точку степени 2 определена над .

Если  – поверхность дель Пеццо степени 6, то
на ней есть точка степени 3, поскольку образ лю-
бой точки степени 3 на  при отображении факто-
ризации либо -точка, либо точка степени 3. Зна-
чит,  является -рациональной по лемме 4.

Теперь докажем теорему 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Конеч-

ная подгруппа  в  изоморфна µn, ,
 или  по теореме 1.

Если в  есть подгруппа , где n – нату-
ральное число, делящееся только на простые чис-
ла, равные 1 по модулю 3, то N нормальна в G и
фактор S/N будет G/N-бирационально эквива-
лентным нетривиальной поверхности Севери–
Браэра , на которой действует группа G/N, по
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лемме 2 и замечанию 1. В частности, если , то
S/G бирационально эквивалентен  по лемме 2.

Три других случая сводятся к случаю, когда на
нетривиальной поверхности Севери–Брауэра дей-
ствует группа µ3 или , поскольку S/N и 
бирационально эквивалентны.

Фактор поверхности Севери–Брауэра по µ3
будет -рациональным по леммам 3 и 4, а фактор

 бирационально эквивалентен фактору тори-
ческой поверхности  по циклической группе
µ3. Этот фактор -рационален по [7, Proposition 4.5].
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QUOTIENTS OF SEVERI–BRAUER SURFACES
A. S. Trepalina,b

aSteklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
bLaboratory of Algebraic Geometry, National Research University Higher School of Economics, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS A.N. Parshin

We show that a quotient of a non-trivial Severi–Brauer surface S over arbitrary field  of characteristic 0 by
a finite group  is -rational, if and only if |G| is divisible by 3. Otherwise, the quotient is bira-
tionally equivalent to S.

Keywords: Severi–Brauer surfaces, Rationality problems, Brauer group, Minimal model program
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