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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа посвящена задачам теории
Рамсея. Для начала напомним определение клас-
сического числа Рамсея в одном из наиболее есте-
ственных случаев. Пусть  – полный граф на 
вершинах (граф обыкновенный, т.е. не содержит
петель и кратных ребер, а также не имеет ориен-
тации). Для обыкновенного графа  на тех же 
вершинах обозначим  дополнение графа ,
т.е. остовный подграф графа , в котором нет ни
одного ребра графа  и есть все ребра, которых в
графе  нет. Независимым множеством вершин
графа называется любое множество вершин, ни-
какие две из которых не соединены ребром.
Мощность максимального независимого множе-
ства вершин графа  называется числом незави-
симости и обозначается . Кликой в графе на-
зывается любой его полный подграф. Мощность
максимальной клики называется кликовым чис-
лом и обозначается . Двойственность числа
независимости и кликового числа, отраженная
даже в обозначениях, легко описывается очевид-
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ным равенством . В этих терминах
(диагональное) число Рамсея  для данного
натурального k определяется как минимальное
натуральное , такое, что для любого остовного
подграфа  графа  либо в , либо в  есть
клика мощности k.

Отыскание классических чисел Рамсея – одна
из ключевых и в то же время труднейших проблем
на стыке теории графов и теории алгоритмов.
Сейчас известно, что (см. [1, 2])

Также есть множество результатов относительно
малых k (см. [3]), но нам в дальнейшем будут ин-
тереснее асимптотические утверждения.

У классических чисел Рамсея есть огромное
количество важных обобщений (см., например,
[1–6]). В настоящей работе мы сосредоточимся
на постановке, которая была впервые предложе-
на в работе [7]. Пусть дана произвольная последо-
вательность графов , . Подчеркнем сра-
зу, что здесь  – это просто номер графа, т.е. это
не обязательно число его вершин. Пусть, как и
прежде, . Обозначим  мини-
мальное натуральное , такое, что для любого
остовного подграфа  графа  либо в , либо в

 есть индуцированный подграф графа  на
 вершинах. Обозначение  следует пони-

мать как дополнение графа  до графа , т.е.
мы, опять-таки, все ребра графа  удаляем, а все
ребра графа , которых нет в , проводим. Реб-
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ра, не принадлежащие графу , в принципе воз-
никнуть не могут.

Понятно прежде всего, что, поскольку клика –
это индуцированный подграф графа , причем
иных индуцированных подграфов в полном гра-
фе не существует, справедливо равенство R(k) =
= . С другой стороны, ясно, что для
многих последовательностей графов данное
определение не имеет смысла или тривиально.
Более того, для классического случая рамсеев-
ское свойство в некотором смысле монотонно:
если для какого-то  оно выполняется, то оно вы-
полняется и для всех m ≥ n; если для какого-то 
оно не выполняется (т.е. существует такой граф
на  вершинах, что ни в нем, ни в его дополнении
до  нет k-клики), то оно не выполняется и для
всех m ≤ n. Это связано, очевидно, с тем, что 
является подграфом каждого  с m ≥ n. В общем
случае это не так. А потому заведомо имеет смысл
рассматривать и величину , равную
максимальному , для которого существует
такой остовный подграф  графа , что ни в нем,
ни в  нет индуцированных k-вершинных
подграфов графа . Разумеется, Rmax({Kn}, k) =
=  – 1, но в общем случае могут быть
самые разные соотношения между двумя величи-
нами.

В работе [7] в роли  выступила последова-
тельность графов , где , ,
вершинами служат все возможные n/2-элемент-
ные подмножества множества , а ребрами
вершины соединяются тогда и только тогда, когда
мощность пересечения соответствующих мно-
жеств равна . Эти графы возникают в связи с
задачами теории кодирования (см. [8, 9]), и в этой
науке они называются графами или схемами
Джонсона. Также они играют огромную роль в
комбинаторной геометрии, и там их зачастую на-
зывают дистанционными графами (см. [9–14]).
Отметим, наконец, что максимальная клика в
графе  находится в прямом соответ-
ствии с классической матрицей Адамара (см. [8]).

На самом деле,  – это лишь очень
специальный случай более общего графа Джон-
сона : снова вершинами здесь служат

-элементные подмножества множества ,
а ребра образуются тогда и только тогда, когда
мощности пересечений равны s. Эти графы игра-
ют все ту же огромную роль в теории кодирования
и в комбинаторной геометрии. Более того, при

 возникают так называемые кнезеровские
графы (см. [15–17]), являющиеся одними из цен-
тральных объектов современной комбинаторики.
Наконец, нельзя не отметить тот факт, что  =
= Kn, т.е. классический полный граф служит очень
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специальным случаем в общем многообразии си-
туаций.

С графами  очень тесно связаны графы
. Отличие в том, что теперь ребра соот-

ветствуют парам вершин, пересечение которых
имеет мощность, строго меньшую .

В следующем разделе мы приведем формули-
ровки основных результатов и дадим коммента-
рии к ним. Наконец, в разделе 3 мы кратко изло-
жим идеи доказательств.

2. ФОРМУЛИРОВКИ РЕЗУЛЬТАТОВ
Справедливы следующие теоремы.
Т е о р е м а  1. Пусть  и  – такие

функции, что выполнены следующие условия:
1) если при всех достаточно больших  верно не-

равенство , то ;
2) если при всех достаточно больших  верно ра-

венство , то ;

3) функции  и  строго монотонно возрас-
тают.

Тогда существует такое , что для любого
 имеет место точное равенство

где  таково, что

Очевидно, что ввиду монотонности функции
 число  в формулировке теоремы определе-

но однозначно. Ясно, что не составит труда во
многих случаях найти и асимптотику этого  как
функции от k. Но гораздо пафоснее то, что здесь
для очень широкого класса параметров найдено
точное значение числа Рамсея. При этом, разуме-
ется, классическое число Рамсея выпадает из
условий теоремы, ведь  <1),
т.е. функция  должна бы монотонно расти, но
она тождественно равна единице. Отметим так-
же, что индекс  здесь по существу. Для min-
случая мы не знаем аналогичных оценок, и у нас
есть основания полагать, что в его рамках числа
Рамсея некорректно определены.

Т е о р е м а  2. Пусть , , – после-
довательность графов. Пусть , .
Пусть  – это максимальное число вершин графа ,
которые не смежны с обеими вершинами данного реб-
ра. Допустим, величины Nn,  монотонно стре-
мятся к бесконечности, причем , и суще-
ствует такая функция , что выполнены следую-
щие асимптотические условия:
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2) ;

3) .

Пусть  – любая функция, которая стремится
к нулю при  и с которой все еще верно, что

. Тогда существует такое
, что для любого  выполнено неравенство

 где  – максимальное натуральное
число, удовлетворяющее условиям  и

.

Если же  таково, что , то

  < m.
С одной стороны, пафос теоремы 2 в ее общ-

ности. Начнем с того, что ее условиям удовлетво-
ряют многие последовательности графов из тео-
ремы 1. Дело в том, что для них  (см.

[18, 19]), , и пусть для простоты расче-
тов  фиксировано, а s = 1 (кнезеровский граф).
Тогда . Последняя величина имеет по-
рядок роста , тогда как  растет как . Та-
ким образом, выбрать нужную  не составляет
труда. Для других параметров считать чуть труд-
нее, но картина похожая. Есть и множество дру-
гих последовательностей графов, удовлетворяю-
щих условиям теоремы 2 (ср. [21]).

С другой стороны, если теорема 1 давала точ-
ное значение числа Рамсея, то теорема 2 говорит,
как правило, о его асимптотике (что, впрочем, то-
же намного сильнее результатов о классической
величине ).

Как видно, ключевое отличие теорем 1 и 2 от
того, что мы знаем про классическую величину

, состоит в том, что для последней величины
число независимости исходного графа 
равно 1, тогда как в теоремах 1 и 2 оно по условию
строго монотонно возрастает. В следующем раз-
деле мы приведем схемы доказательств, за счет
которых это отличие станет еще яснее.

3. ИДЕИ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ

Верхние оценки в обеих теоремах достаточно
просты. Дело в том, что независимые множества
вершин являются, конечно, индуцированными
подграфами в любых графах. В теореме 2 прямо из
формулировки видно, как это использовать. В тео-
реме 1 достаточно воспользоваться неравенством

, монотонностью функции, стоя-
щей в правой части этого неравенства, и тем фак-
том, что эта функция как раз и выражает число
независимости графа из теоремы 1 (см. [18–20]).
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Нижние оценки значительно труднее. Для по-
лучения нижней оценки нужно доказать, что для
данного  существует остовный подграф исход-
ного графа, у которого на каждом множестве из 
вершин хотя бы одно ребро исходного графа от-
сутствует и хотя бы одно ребро исходного графа
присутствует (за счет этого ни в самом графе, ни в
его дополнении не возникнет индуцированного
подграфа исходного графа). Применяется вероят-
ностный метод, т.е. берется случайный подграф
исходного графа, в котором каждое ребро сохра-
няется независимо от остальных ребер с вероят-
ностью 1/2. Доказывается, что при достаточно
больших m вероятность множества графов, обла-
дающих нужным свойством, положительна, отку-
да и следует существование таких графов. В дока-
зательстве теоремы 1 оценки проводятся с помо-
щью методов из работы [18], а в доказательстве
теоремы 2 используется техника из статьи [21].
Также большую роль играют оценки в духе тех,
что получены в работах [10, 11, 22].

Если говорить чуть более подробно, то в рабо-
тах [18] и [21] доказывается, что с вероятностью,
стремящейся к единице, число независимости
случайного подграфа исходного графа не превос-
ходит величины  в случае первой работы и
строго меньше величины  в случае вто-
рой работы. Это равносильно тому, что при всех
больших  в каждом множестве вершин мощно-
сти  есть хотя бы одно ребро исходного графа с
вероятностью, большей половины. Но ребра со-
храняются и исчезают с одной и той же вероятно-
стью 1/2. Значит, верно и то, что в каждом множе-
стве вершин мощности  нет хотя бы одного реб-
ра исходного графа с вероятностью, большей
половины. А следовательно, с положительной ве-
роятностью нет ни одного множества вершин
размера , где сохранились бы все ребра исходно-
го графа (остался бы его индуцированный под-
граф), и нет ни одного множества вершин разме-
ра , где пропали бы все ребра исходного графа
(остался бы его индуцированный подграф в
дополнении). Таким образом, существование
искомых остовных подграфов обосновано и тео-
ремы 1–2 доказаны.

Отметим, что фактически здесь использована
так называемая устойчивость числа независимо-
сти случайного подграфа, которой в последние
годы было посвящено множество работ (см., на-
пример, [23–25]).
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Настоящая работа выполнена за счет гранта поддерж-
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