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1. П р о е к ц и о н н ы е  с т а т и с т и ч е с к и е
о ц е н к и. Рассматривается последовательность
полиномов, ортонормированных с весом :

Известные (см., например, [1–3]) статистические
проекционные оценки представим в виде
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Здесь  – случайная величина, которая в слу-
чае оценки плотности  моделируется согласно .
Если же  – искомое решение интегрального
уравнения 2-го рода, то  – траектория моделиру-
емой цепи Маркова “столкновений”, а  –
“оценки по столкновениям” специального вида
(см. далее); N – объем выборки. Заметим, что де-
терминированный вариант разложения по поли-
номам Эрмита со значением  представлен
в [4].

Настоящая работа ориентирована в основном
на решение интегральных уравнений 
с субстохастическим ядром , причем

, f – плотность распределения.
В случае аналогового (прямого) моделирования [5]

оценка по столкновениям имеет вид ξ = ,

где  – обрывающаяся с вероятностью единица
цепь Маркова с характеристиками  [5].
Известно следующее утверждение (см., напри-
мер, [5]).

Л е м м а  1. Если , то в случае аналогового
моделирования
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Лемма 1 показывает, что использование про-
екционной оценки с  для неограниченного
интервала  нецелесообразно.

На основе леммы 1 доказывается

Л е м м а  2. Если , то
в случае прямого моделирования

где

.

Оптимизация оценки  (точнее, минимиза-
ция ее среднеквадратической погрешности, как в
математической статистике) возможна в норме с
весом , так как при этом по аналогии с [1]
имеем

В случае бесконечного интервала X при суще-
ствовании липшицируемой производной функ-
ции  в [3] для разложения по полиномам Эрмита
получена оценка , которую, предпо-
ложительно, можно перенести на полиномы Ла-
герра.

Несложно доказать следующее утверждение.
Л е м м а  3. Если

(1)

то

(2)

Следовательно, в случае приближенного выпол-
нения равенств (1), определять  можно на ос-
нове уравнения . При этом, согласно
лемме 3, выполняются соотношения

Отметим, что рассматриваемые проекцион-
ные алгоритмы распространяются на оценки
функциональных зависимостей в многомерных
задачах, как, например, в рассматриваемой далее
тестовой задаче для оценки осредненного реше-
ния.

2. Т е с т о в а я  з а д а ч а. В качестве тестовой
рассматривалась задача об оценке плотности 
столкновений частицы в полубесконечном слое

 рассеивающего и поглощающего вещества
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для источника столкновений с плотностью
 ,

где  – направление скорости части-
цы, вызывающей начальное столкновение.

Параметры среды: коэффициент ослабления
, вероятность рассеяния , вероят-

ность поглощения , индикатриса рас-
сеяния Хеньи–Гринстейна:

Средний косинус угла рассеяния .
Отметим, что при  осредненная по  плот-

ность столкновений ϕ(z) = ,
где  – интенсивность излучения. Таким обра-
зом, фактически рассматривается задача, близкая
к проблеме Милна [6]. Для данных параметров
довольно высокую точность имеет транспортное
приближение [6], которое дает для  следую-
щую асимптотическую оценку:

Полагая , получаем соответствую-
щую последовательность полиномов Лагерра [7]:

Было реализовано статистическое модели-
рование [5] с целью оценки коэффициентов

, ..., 200, для вариантов с , т.е. для

проекционных представлений вида:

Анализ результатов показал, что соотношение
 здесь выполняется. Было реализова-

но 30 независимых оценок по  траекториям.
На их основе путем уравнивания  и  были
получены приближенные значения  и .
В табл. 1 эти результаты обозначены через eq.

Были также получены оценки  и  по
формулам (2), с помощью осреднения коэффи-
циентов:  в интервале ,  в интервале

 для α = 1 и  в интервале ,
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 в интервале  для . В табл. 1
эти значения обозначены через Л3.

Сравнение оценок (1), (2), (3) в интервале
 дано графически на рис. 1. На этом же

рисунке приведены значения локальной оценки
 (в точках ), которые были

получены подсчетом числа пересечений частица-
ми соответствующих плоскостей с весом  [5]
для . При этом дисперсия оценки ко-
нечная, а относительное смещение не превосхо-
дит 0.1%, как и среднестатистическое уклонение
в результате моделирования  траекторий.

Кроме того, были вычислены -нормы разно-
сти локальной и проекционных оценок для ин-
тервала :

1) , 2) , 3) .
Эти оценки и графики, с учетом леммы 2 пока-

зывают предпочтительность здесь проекционной
оценки с , так как дополнительные расче-
ты показали, что она несколько более устойчива
по отношению к выбору базовой плотности ,

2C ≤ ≤20 40m α = 0,0.5

≤ ≤0 2z

ϕ( )z = 0,0.1,0.2,...,10kz

ω1/| |z

ω| | > 0.001z

810

2L

0 < < 10z
0.00535 0.00539 0.00752

α = 0.5

( )p z

сравнительно с вариантом  и особенно с ва-
риантом α = 1. Практически может быть так же
важно, что эта оценка допускает оптимизацию в
стандартной -метрике.

Таблица 2 показывает влияние выбора плот-
ности  на оценку с . Здесь  мини-
мизируется при , в связи с тем, что плот-
ность  убывает существенно сильнее, чем

 в нижней части слоя.
Отметим, что представленные в табл. 1, 2 соот-

ношения результатов для разных значений пара-
метров  и  получены на одном и том же ансам-
бле траекторий, что существенно повышает их
статистическую значимость.

3. Д о п о л н и т е л ь н а я  з а д а ч а  д л я  к о -
н е ч н о г о  с л о я .  Решалась также задача о пе-
реносе частиц через конечный слой

 для вещества с радиационными
параметрами из раздела 2.

Для корректного использования разложения
соответствующей плотности  по по-

α = 0

2L

( )p z α = 0.5 δ( )optm
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Таблица 1. Результаты расчетов для тестовой задачи

Тип оценки

average 46 1.6 × 10–5 35 3.2 × 10–5 16 2.9 × 10–4

eq min 19 1.2 × 10–5 13 2.4 × 10–5 7 1.9 × 10–4

max 114 2.3 × 10–5 67 4 × 10–5 32 5.9 × 10–4

average 45 1.8 × 10–5 36 3 × 10–5 17 2.7 × 10–4

Л3 min 22 8.5 × 10–6 19 1.6 × 10–5 11 1.7 × 10–4

max 72 2.9 × 10–5 59 5 × 10–5 21 5.7 × 10–4

α = 0 α = 0.5 α = 1

optm δ( )optm optm δ( )optm optm δ( )optm

Рис. 1. Графики локальной и проекционных оценок в интервале .
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линомам Лагерра процесс переноса моделиро-
вался как и в разделе 2 в полубесконечном слое,
но столкновения в точках с координатой  не
учитывались на траекториях, вышедших (до их
реализации) из рассматриваемого конечного
слоя. При этом получалась несмещенная оценка
плотности  для слоя и, как показали расче-
ты, приблизительно выполнялось соотношение

. В результате проведенных расчетов
получены результаты, аналогичные результатам,
приведенным в разделе 2; при этом для 
существенная дополнительная погрешность (с
превышением от 1 до 10%) получается лишь при

; соответствующее -уклонение равно 0.02.
Это показывает, что разработанная методика оп-
тимизации может быть подходящей и для оценки
плотности  с указанной выше искусствен-
ной модификацией моделирования траекторий,
которую можно рассматривать как регуляриза-
цию стохастической проекционной оценки.
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Таблица 2. Результаты расчетов по формулам (2) для  при 
7.1 6.3 5.4 4.6 3.8 3 2.2 1.6

42 39 36 34 32 31 30 31

3.25 × 10–5 3.14 × 10–5 3.04 × 10–5 3.01 × 10–5 3.01 × 10–5 3.13 × 10–5 3.33 × 10–5 3.68 × 10–5
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