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Пусть  – неприводимое аффинное алгебраическое многообразие, являющееся сферическим от-
носительно действия связной редуктивной группы G. В настоящей работе приведены достаточные
условия, сформулированные в терминах комбинаторики весов, для существования на  однопара-
метрических аддитивных действий, нормализуемых борелевской подгруппой . В качестве
приложения доказано, что всякий G-инвариантный простой дивизор в  можно соединить с от-
крытой G-орбитой при помощи подходящего -нормализуемого однопараметрического аддитив-
ного действия.
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1. Пусть X – неприводимое алгебраическое
многообразие над алгебраически замкнутым по-
лем  нулевой характеристики, снабженное дей-
ствием связной редуктивной алгебраической
группы G. Всякое нетривиальное регулярное дей-
ствие на X аддитивной группы  инду-
цирует алгебраическую подгруппу в группе авто-
морфизмов , называемую -подгруппой.
Для произвольной -подгруппы  на X всякий
ненулевой элемент одномерной алгебры Ли 
естественным образом задает локально нильпо-
тентное дифференцирование (кратко ЛНД)  на
алгебре регулярных функций , причем в случае
квазиаффинного X подгруппа H может быть восста-
новлена при помощи взятия экспоненты от .

В настоящей работе нас будут интересовать
-подгруппы на X, нормализуемые действием

борелевской подгруппы . Следуя работе [1],
мы называем такие -подгруппы -корневыми
подгруппами на X. Для всякой -корневой подгруп-
пы H на  присоединенное действие группы  на

K
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 сводится к умножению на характер груп-
пы , который мы обозначим через  и будем
называть весом H. Если  – локально нильпотент-
ное дифференцирование на , соответствую-
щее H, то  также нормализуется группой , при-
чем с тем же весом .

2. Всюду далее будем предполагать, что много-
образие X является сферическим, т.е. оно нор-
мально и обладает открытой -орбитой. Обозна-
чим через  (соответственно ) конечное мно-
жество всех -инвариантных (соответственно

-инвариантных) простых дивизоров в X. Эле-
менты множества  традиционно назы-
ваются красками сферического многообразия X.

Напомним известное разделение красок в X на
три типа (см. [2, 3]). Зафиксируем произвольную
краску . Для нее в группе  всегда можно
выбрать минимальную параболическую подгруп-
пу  с условием . Для каждой под-
группы  обозначим через  ее образ в ,
где  – разрешимый радикал в Q. Выберем про-
извольную точку  из открытой -орбиты в  и
обозначим через  ее стабилизатор в Q. Заметим,
что . Поскольку , естествен-
ный морфизм

(1)
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B χH

∂
K[ ]X

∂ B
χH

B

$
B

$
G

B
G

$ $ $= \B G

∈ $D G

⊃Q B ≠QD D
⊂F Q F / rQ Q

rQ
z B X
zQ

∩ ≠ ∅Qz D ⊂rQ B

→� �/ /( ) /z z r zQz Q Q Q Q Q Q Q

УДК 512.745.2

МАТЕМАТИКА

1 Национальный исследовательский университет 
“Высшая школа экономики”, Москва, Россия
2 Федеральный научный центр “Научно-
исследовательский институт системных исследований 
Российской академии наук”, Москва, Россия
*E-mail: suselr@yandex.ru
**E-mail: zhgoon@mail.ru



6

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 503  2022

АВДЕЕВ, ЖГУН

факторизации по  индуцирует сохраняющую
коразмерности биекцию между -орбитами в Qz
и -орбитами в . В частности,  содер-
жит открытую -орбиту. Поскольку группа 
изоморфна либо , либо , для  имеются
следующие три возможности.

Тип :  содержит максимальную унипо-
тентную подгруппу в . В этом случае  есть
одна -орбита коразмерности 1, совпадающая с

.
Тип :  является максимальным тором в .

В этом случае  содержит две -орбиты ко-
размерности 1, одна из которых совпадает с

.
Тип :  является нормализатором макси-

мального тора в . В этом случае  есть одна
-орбита коразмерности 1, совпадающая с .

Известно, что определенный выше тип не за-
висит от выбора минимальной параболической
подгруппы  с условием  (см. [3],
Prop. 1). Это позволяет корректно определить тип
для каждой краски в X.

З а м е ч а н и е  1. Определенные выше типы
, ,  красок на X совпадают с типами , ,

 соответственно в обозначениях Лýны (см. [4,
§§2.7, 3.4] или [5, §30.10]).

3. Как следует из [1, Prop. 1.6], для всякой
B-корневой подгруппы H на X существует не бо-
лее одного дивизора  с условием .
Следующий результат обобщает [1, Cor. 4.25], где
рассматривается частный случай аффинного X.

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть B-корневая под-
группа H на X такова, что  для некоторого
дивизора . Тогда D либо G-инвариантен,
либо является краской типа .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что D
является краской одного из типов  или (N), и
выберем минимальную параболическую под-
группу  с условием . Тогда, в обо-
значениях п. 2, орбита Qz распадается на две -ор-
биты  и . Из обсуждения в [1,
§ 1.5] вытекает, что в этом случае множество Qz
является H-инвариантным, причем каждая H-ор-
бита в Qz изоморфна аффинной прямой  и пе-
ресекает O2 ровно в одной точке. Для каждой под-
группы  обозначим через  ее образ в ,
где  – унипотентный радикал в Q. По аналогии
с (1), морфизм

(2)
факторизации по Qu индуцирует сохраняющую
коразмерности биекцию между B-орбитами в Qz
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и -орбитами в . Поскольку действия групп
H и Qu на  коммутируют, на многообразии 
индуцируется нетривиальное действие группы

, нормализуемое действием группы . В част-
ности, в  есть ровно две -орбиты  и

, а каждая -орбита изоморфна  и пересе-
кает  ровно в одной точке. Далее мы рас-
смотрим случаи типов  и  по отдельности.
Условие на каждый из этих типов переформулиро-
вано с учетом того, что группа  получается факто-
ризацией группы  по своему связному центру.

Тип :  содержит максимальную унипо-
тентную подгруппу в . Тогда в  найдется
точка, неподвижная относительно унипотентно-
го радикала  группы . Поскольку  нормали-
зуется группой  и коммутирует с действием ,
множество -неподвижных точек в  инва-
риантно относительно обеих групп  и , а зна-
чит, оно совпадает со всем . Следовательно,

 действует на  тривиально – противоречие.

Тип :  содержит подгруппу  индекса 2,
являющуюся прообразом связной компоненты
единицы в . Тогда естественный морфизм

 представляет собой неразветв-
ленное двулистное накрытие. Более того, множе-
ство  является открытой -орбитой в

, а множество  распадается на две
-орбиты коразмерности 1, которые мы обозна-

чим через  и . Пусть теперь  и
. Так как , то множество

 является несвязным объединением двух
компонент  и , каждая из которых изоморфно
отображается на . Без ограничения общности
будем считать, что  при . Пусть эле-
мент  таков, что . Тогда  и, зна-
чит, . В силу -инвариантности орбиты

 получаем, что действие элемента b перестав-
ляет множества  и . С другой стороны, множе-
ство  состоит из двух точек, при-
надлежащих разным -орбитам – противоречие.

В терминологии [1, § 4.2], -корневая под-
группа  на  называется вертикальной, если
она сохраняет открытую -орбиту, и горизон-
тальной в противном случае. Если  горизон-
тальна и  для некоторого , то будем
говорить, что  двигает . В соответствии с
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предложением 1 горизонтальные -корневые
подгруппы можно разделить на два типа.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть  – горизонталь-
ная -корневая подгруппа на , и пусть дивизор

 таков, что . Если , то назо-
вем  тороидальной. Если  является краской
типа , то назовем  размывающей.

4. Для всякого подмножества  положим
,  и обозначим через 

стабилизатор в  множества . Тогда  – пара-
болическая подгруппа в , содержащая . Клю-
чевую роль в наших дальнейших рассмотрениях
играет теорема о локальной структуре (см. [7,
Thm. 2.3, Prop. 2.4], [8, Thm. 1.4]), которая в на-
шей ситуации формулируется следующим обра-
зом.

Т е о р е м а  1. Пусть  – произвольное под-
множество и  – разложение Леви груп-
пы . Тогда существует замкнутое -инва-
риантное подмногообразие , для которого
отображение , заданное формулой

, является -эквивариантным изомор-
физмом, где действие  на  определяется по
формуле  для всех , ,

. Более того, если  совпадает со стабилиза-
тором открытой -орбиты в , то коммутант
группы  действует на  тривиально.

Ниже нам также понадобится следующее на-
блюдение.

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть  или  =
= , где  – краска типа . Тогда группа 
совпадает со стабилизатором открытой -орби-
ты в .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае  утвер-
ждение очевидно, поэтому далее считаем  =
=  для некоторой краски  типа . Пусть

 – произвольная минимальная параболи-
ческая подгруппа в G. Тогда условие  мо-
жет выполняться только в том случае, если

 для некоторой краски . Зна-
чит, если , то . Поскольку  по-
рождается как группа всеми содержащимися в
ней минимальными параболическими подгруп-
пами, мы получаем , откуда и следует
требуемое.

5. С этого момента и до конца работы будем
предполагать, что  – аффинное сферическое

-многообразие. Введем некоторые обозначе-
ния.

Зафиксируем максимальный тор  и обо-
значим через  его решетку характеров. Пусть
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 – система корней группы  относи-
тельно  и  – моноид доминантных ве-
сов относительно .

Пусть  (соответственно ) – решетка (соот-
ветственно моноид) весов -полуинвариантных
рациональных (соответственно регулярных)
функций на . В силу аффинности  имеем

 (см., например, [5, Prop. 5.14]). Рассмот-
рим двойственную решетку  и
соответствующее рациональное векторное про-
странство . Естественное спарива-
ние  будем обозначать через .

Поскольку в  есть открытая -орбита, для
каждого  существует единственная с точно-
стью до пропорциональности -полуинвариант-
ная рациональная функция  на  веса . По-
требовав, чтобы все такие функции принимали
значение 1 в фиксированной точке открытой

-орбиты, будем считать, что  для всех

. Каждый дивизор  определяет
элемент  по формуле 
для всех . В силу нормальности многообра-
зия  имеем

(3)

В частности, множество  порожда-
ет строго выпуклый конус в .

Для каждого строго выпуклого конуса 

обозначим через  множество примитивных эле-
ментов  решетки , для которых луч  явля-
ется гранью конуса . Для каждого  опреде-
лим множество

(4)

Элементы множества  называ-

ются корнями Демазюра конуса . Положим

(5)

и рассмотрим алгебру . В даль-
нейшем нам понадобится следующий хорошо из-
вестный результат (см. [9, Thm. 2.7]), дающий
описание всех -нормализуемых ЛНД на алгебре

.
Т е о р е м а  2. Пусть  – произвольный

строго выпуклый конус.
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(б) Для каждого  и каждого  су-
ществует единственное с точностью до пропорци-
ональности T-нормализуемое ЛНД  на  веса

, задаваемое формулой

(6)

для всех .
6. Пусть  – -корневая подгруппа на  и

. Тогда  сохраняет от-
крытое подмножество  и тем самым
определяет -нормализуемое ЛНД на алгебре

. Заметим, что  в случае вертикаль-
ной или тороидальной  и  в случае
размывающей , двигающей краску  типа .

Пусть теперь  или , где
 – краска типа . Наша цель в данном

пункте – описать все -нормализуемые ЛНД на
алгебре .

Применим теорему 1 и сохраним обозначения
, , , используемые в этой теореме. Тогда име-

ется P-эквивариантный изоморфизм ,
по которому мы будем отождествлять эти два
многообразия в дальнейшем. Без ограничения
общности будем считать, что . В силу пред-
ложения 2 коммутант группы  действует три-
виально на . Поскольку  содержит открытую

-орбиту, многообразие  содержит открытую
-орбиту, которую мы обозначим через . За-

фиксируем также произвольную точку .
Обозначим через  ядро действия группы  на 
и положим . Заметим, что  состоит в
точности из всех характеров тора , ограничение
которых на  тривиально.

Для всякого  ограничение функции  на
подмногообразие  является -полуинвариантной
рациональной функцией, которую мы будем обо-

значать тем же символом . Тогда ,
где

(7)

Без ограничения общности будем считать, что
 для всех .

Рассмотрим присоединенное представление
группы L в пространстве  и разложим 
в прямую сумму неприводимых L-инвариантных
подпространств. Хорошо известно (см. [6, Thm.
0.1]), что все входящие в данное разложение сла-
гаемые попарно неизоморфны как L-модули;
пусть  – множество старших весов этих сла-
гаемых относительно борелевской подгруппы

. Для каждого  зафиксируем не-
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нулевой вектор  веса . Действие группы 
на себе умножениями справа индуцирует дей-
ствие алгебры Ли  на алгебре ; для каждого

 обозначим через  дифференцирование
алгебры , определяемое действием элемента

. Это дифференцирование -инвариантно веса
α, автоматически локально нильпотентно и соот-
ветствует действию группы  на 
умножениями справа. Будем рассматривать  как
ЛНД на всей алгебре ,
полагая .

Для каждого характера  положим

(8)

Отметим, что условие  равносильно
.

Т е о р е м а  3. Всякое -нормализуемое ЛНД ве-
са  на алгебре  имеет вид

(9)

где  и  – некоторое T-нормализуемое ЛНД
веса μ на , продолженное тривиально на .
Обратно, всякое дифференцирование на 
указанного вида является -нормализуемым веса 
и локально нильпотентным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  – -нормализу-
емое ЛНД веса  на , и пусть  – огра-
ничение  на подалгебру . Далее будем рас-
сматривать  как дифференцирование на всей
алгебре , полагая . Продол-
жение дифференцирования  на алгебру

 задает -полуинвариантное веса  век-
торное поле  на гладком многообразии .
Поскольку группа  действует на  транзи-
тивно,  однозначно определяется своим значе-
нием  в точке , где  – единичный эле-
мент. Так как  действует тривиально на

, то  является -полуинвариантным
вектором в  веса , а значит,  для

некоторых . С другой стороны, заметим,
что дифференцирование  на 

также B-полуинвариантно веса  и соответствует
тому же касательному вектору в точке , пото-
му оно совпадает с . Поскольку данное диф-
ференцирование сохраняет алгебру ,
должно выполняться  для всех  с
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условием , что и доказывает первое
утверждение.

Пусть теперь  – дифференцирование на
 вида (9). Тогда  автоматически B-нор-

мализуемо веса μ, и нам остается проверить, что 
локально нильпотентно. Поскольку  являет-
ся рациональным -модулем (относительно дей-
ствия справа), достаточно проверить локальную
нильпотентность  на произвольном подпро-
странстве вида , где  – конеч-
номерное -инвариантное подпространство.
Так как образ алгебры  в  нильпотентен, то
в  существует флаг подпространств

(10)

со свойством  для всех . От-
сюда следует, что для всех ,  и

 имеем

(11)

поскольку  для всех . Так
как  – ЛНД на , то получаем

 для некоторого k > 0. Дока-
зательство завершается применением индукции
по i.

7. Сохраним предположения и обозначения
предыдущего пункта. Теперь изучим вопрос, ко-
гда -нормализуемое ЛНД на алгебре 
сохраняет подалгебру  и тем самым опреде-
ляет -корневую подгруппу на всем многообра-
зии X. Пусть  – произвольный оператор про-
ектирования пространства  на подпро-
странство . Пусть также  – конус,

порожденный множеством , так
что  в силу (7) и  (см.
обозначения в п. 5).

Т е о р е м а  4. Существует набор констант
 со следующим свойством: если

 и  для всех , то всякое
-нормализуемое ЛНД на  веса  сохраня-

ет .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  – фик-
сированная система порождающих алгебры .

Для каждого  имеем  для

некоторых функций  и весов .
Если  – произвольное дифференцирование ал-
гебры , то  сохраняет  тогда и толь-
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ко тогда, когда  для всех  и
.

Чтобы подобрать требуемый набор констант, в
силу теоремы 3 для каждого веса  доста-
точно потребовать, чтобы каждое слагаемое в
сумме (9) сохраняло .

Для всех ,  и  при
 имеем

(12)

Если , то по теореме 2 имеем 

для некоторого  (в частности,  и
) и существует такая ненулевая константа
, что  для всех . То-

гда для всех  и  при 
имеем

(13)

Остается заметить, что все выражения в (12) и (13)
будут неотрицательны при подходящем выборе
искомых констант.

8. Выведем несколько следствий из теорем 3 и 4.
С л е д с т в и е  1. Все -нормализуемые ЛНД на

 одного веса образуют конечномерное вектор-
ное пространство над .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу [1, Prop. 4.22] лю-
бые две горизонтальных B-корневых подгруппы
на X одного и того же веса  двигают один и тот же
дивизор . Следовательно, в условиях п. 6
можно подобрать такое подмножество ,
что все B-корневые подгруппы на X веса  сохра-
няют . По теоремам 3 и 2 все B-нормализуемые
ЛНД на  веса  образуют конечномерное
векторное пространство. Условие сохранения
подалгебры  выделяет подпространство в
данном векторном пространстве.

Пусть  – конус, порожденный множе-

ством , так что  в силу (3).

С л е д с т в и е  2. Пусть , причем либо
, либо D является краской типа . Предпо-

ложим, что существует элемент  с условия-
ми  и  для всех .
Тогда существует B-корневая подгруппа на , дви-
гающая D.
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АВДЕЕВ, ЖГУН

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим  при

 и  иначе. Сохраним обозначе-
ния пп. 6 и 7. Поскольку  и , имеем

. Выберем любой элемент  и
рассмотрим B-нормализуемое ЛНД  на

 веса , действующее тривиально на
 и по формуле (6) на . Из условия следу-

ет, что существует вес  со свойствами
 и  для всех . Тогда для

всех целых  имеем . По
теореме 4 найдется такое значение , что при
всех  ЛНД  сохраняет подал-
гебру  и тем самым определяет -корневую
подгруппу на X. Эта -корневая подгруппа двига-
ет  в силу [1, Prop. 4.22].

Ввиду [1, Prop. 3.9] всякий дивизор  ав-
томатически удовлетворяет условию следствия 2.
Отсюда вытекает следующий результат, который
был сформулирован в качестве гипотезы в [1,
Conj. 4.29].

С л е д с т в и е  3. Для всякого  существу-
ет -корневая подгруппа на X, двигающая D.
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Let X be an irreducible affine algebraic variety that is spherical with respect to the action of a connected re-
ductive group G. In this paper we provide sucient conditions, formulated in terms of weight combinatorics,
for the existence of one-parameter additive actions on  normalized by a Borel subgroup. As an application,
we prove that every G-stable prime divisor in X can be connected with the open G-orbit by means of a suitable
B-normalized one-parameter additive action.

Keywords: additive group action, toric variety, spherical variety, Demazure root, locally nilpotent derivation,
local structure theorem
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