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Рассмотрены первая и вторая начально-краевые задачи для параболических по Петровскому систем
второго порядка с коэффициентами, удовлетворяющими условию Дини в плоских областях с не-
гладкими боковыми границами, допускающими, в частности, “клювы”. Доказаны теоремы о един-
ственности классических решений этих задач в классе функций, непрерывных и ограниченных,
вместе со своими пространственными производными первого порядка, в замыкании указанных об-
ластей.
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Рассматриваются первая и вторая начально-
краевые задачи для одномерных по простран-
ственной переменной, параболических по Пет-
ровскому (см. [1]), систем второго порядка в об-
ластях с негладкими, вообще говоря, боковыми
границами из класса Дини–Гёльдера. Коэффи-
циенты систем удовлетворяют условию Дини.
В [2–4] получены теоремы о существовании и
свойствах классических решений таких задач.
В настоящей работе устанавливается единствен-
ность классических решений этих начально-кра-
евых задач в пространстве  функций, не-
прерывных и ограниченных, вместе со своими
пространственными производными первого по-
рядка, вплоть до границ указанных областей.
В случае областей с гладкими боковыми границами
для систем с гёльдеровыми коэффициентами одно-
значная разрешимость рассматриваемых задач в
пространстве Гёльдера , , сле-
дует из [5] (см. также [6, с. 706–707]). Если боко-
вые границы областей негладкие, то в случае од-
ного уравнения единственность решения первой

Ω1,0( )C

+α +α Ω2 ,1 /2( )H α ∈ (0,1)

начально-краевой задачи следует из принципа
максимума (см., например, [7]), а единственность
решения второй начально-краевой задачи полу-
чена в [8, 9] с помощью теоремы о знаке косой
производной. Заметим, что для систем не имеет
места, вообще говоря, принцип максимума (см.
[10]). В [11] установлена единственность решений
первой и второй начально-краевых задач для од-
номерных по пространственной переменной па-
раболических систем второго порядка с гёльдеро-
выми коэффициентами в ограниченной области 
с негладкими боковыми границами из класса
Жевре  в пространстве . В [12] дока-
зана единственность классического решения
первой начально-краевой задачи для параболиче-
ской системы с дифференцируемыми коэффици-
ентами в полуограниченной плоской области с бо-
ковой границей из класса Дини-Гёльдера  в
пространстве  при дополнительном усло-
вии на старшую производную  этого решения
и на характер его гладкости по временной пере-
менной. Здесь  – некоторый модуль непрерыв-
ности, удовлетворяющий условию Дини (см. ни-
же (2)). Заметим, что, как следует из работ [13, 14],
такое условие на характер непрерывности боко-
вой границы является точным для классической
разрешимости первой начально-краевой задачи в
пространстве .
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В полосе , ,
рассматривается равномерно параболический
матричный оператор

где  – матрицы размерности m × m,
элементы которых есть вещественные функции,
определенные в  и удовлетворяющие условиям:

(а) собственные числа  матрицы A2 подчиня-
ются неравенству  для некоторого  и
всех , ,

(b)  ≤  +

+ , , ,
, где  – модуль непрерывности такой,

что

В полосе D выделяется область Ω = :
x > g(t)} c боковой границей Σ = {(x, t) ∈
∈ , где функция g удовлетворяет усло-
вию:

(1)

 – модуль непрерывности, удовлетворяющий
условию Дини

(2)

В области  ставится задача отыскания клас-
сического решения системы

(3)
удовлетворяющего начальному условию

(4)
и одному из граничных условий

(5)
или

(6)
Определим следующие функциональные про-

странства. Через  обозначим пространство

вектор-функций , непрерывных на
[0, T], для которых  = 0, с нормой

. Здесь и далее для любого век-
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T

тора b под  понимаем максимум из модулей
компонент b. Пусть

есть оператор дробного дифференцирования по-
рядка 1/2. Следуя [15], положим

.

Через  обозначим пространство непре-
рывных и ограниченных вектор-функций u:

, для которых , с нормой ||u; Ω||0 =

= . Положим  = ,

. Под значениями век-
тор-функций и их производных на границе обла-
сти Ω понимаем их предельные значения “изнут-
ри” Ω.

Существование классических решений задач
(3)–(5) и (3), (4), (6) при сформулированных
условиях на коэффициенты системы и боковую
границу области установлено в [4] и [2] соответ-
ственно, если граничные функции  и

. В этих работах решения указанных за-
дач получены в виде векторных параболических
потенциалов простого слоя. Основным результа-
том настоящей работы являются следующие тео-
ремы.

Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия (a),
(b), (1). Пусть  – классическое решение
задачи

Тогда  в .
Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия (a),

(b), (1). Пусть  – классическое решение
задачи

Тогда  в .

З а м е ч а н и е  (см. [13, 14]). Если [0,
T], причем ω1 не удовлетворяет условию (2), то

классическое решение  задачи (3)–(5)
может не существовать.

Для доказательства теоремы 1 сначала, ис-
пользуя результат, полученный в [12], и метод ра-
боты [11], получаем теорему о единственности ре-
шения второй начально-краевой задачи в случае
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параболического оператора с дифференцируемы-
ми коэффициентами, удовлетворяющими усло-
вию

Затем рассматриваем оператор со “сглажен-
ными” коэффициентами, зависящими от пара-
метра r,

где . Коэффициенты оператора 
получаются стандартным образом с помощью
свертки с гладкой функций (“шапочкой”). Для
достаточно малых  коэффициенты оператора 
удовлетворяют равномерно по r условию (а) с по-
стоянной параболичности  и условию (b) (см.
[16]). Кроме того,  при  равномер-
но на любом компакте из .

Далее доказываем теорему 1. Фиксируем про-
извольно точку  и число . Рассмат-
риваем область Ωd = , d < t <
< T – d} такую, что  при достаточно
малом . Пусть  – продолжение век-
тор-функции  с  на  с сохранением класса
гладкости  (см. [6, с. 342]), причем такое, что

,  Функцию  “сглажива-
ем” таким же способом, как и коэффициенты си-
стемы, и получаем гладкие вектор-функции us та-
кие, что , , равномерно на
любом компакте из . Пусть  – функ-
ция (“срезка”) со следующими свойствами:

где число . Полагаем
us, R(x, t) = . Для любых ,

 и  вектор-функция  является ре-
шением задачи

( )
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где  ,  ,
θs, R, d(t) = . Из работы [2] в силу
установленной выше единственности решения
второй начально-краевой задачи в случае парабо-
лического оператора с дифференцируемыми коэф-
фициентами и свойств векторных параболических
потенциалов следует, что для любых  и

 вектор-функцию  можно представить в
виде суммы потенциала Пуассона, объемного по-
тенциала и потенциала простого слоя, последова-
тельно оценивая которые, получаем, что найдут-
ся достаточно большое  и достаточно ма-
лые , , 
такие, что  для любого  и, в
частности, . Отсюда, учитывая, что

 для достаточно малого s > 0,
в силу произвольности  получаем утвержде-
ние теоремы 1.

Используя результаты работы [4] и теорему 1,
доказываем затем теорему 2.

В случае ограниченной области Ω = {(x, t) ∈ D:
 с боковыми границами Σs = {(x, t) ∈

∈ , , удовлетворяющими усло-
виям

(7)

где модуль непрерывности  удовлетворяет усло-
вию (2), справедлива следующая

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия (а),
(b), (7). Пусть  – классическое решение
системы

удовлетворяющее начальному условию

и одной из трех пар граничных условий

или

или

Тогда  в 
Утверждение теоремы 3 получаем, следуя ме-

тоду из [6, c. 361], используя “разбиение едини-
цы”, как следствие из теорем 1, 2 настоящей рабо-
ты и теоремы о единственности решения задачи
Коши для систем с Дини-непрерывными коэф-
фициентами (см. [16]).
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UNIQUENESS OF SOLUTIONS OF INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEMS 
FOR PARABOLIC SYSTEMS WITH DINI-CONTINUOUS COEFFICIENTS 

IN DOMAINS ON THE PLANE

E. A. Baderkoa and S. I. Sakharova

a Lomonosov Moscow State University, Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS E.I. Moiseev

The first and second initial-boundary value problems for Petrovsky parabolic systems of the second order
with coefficients satisfying the Dini condition in domains on the plane with nonsmooth lateral boundaries,
admitting, in particular, “beaks”, are considered. Theorems on the uniqueness of classical solutions of these
problems in the class of functions that are continuous and bounded together with their first-order spatial de-
rivative in the closure of these domains are proved.

Keywords: parabolic system, initial boundary value problem, uniqueness of the classical solution, nonsmooth
lateral boundary, boundary integral equations
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