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1. ИСТОРИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для произвольного  и  задача со-
стоит в нахождении минимального количества

; ε) кубов , со стороной ε, покрываю-

щих тор . Как обычно, под кубом со
стороной ε подразумевается множество вида

, а под покрытием –
такой набор множеств , что  =
= Td. Известно [1], что для всех d и  справедливо

(1)

где  и . Довольно ши-
роко изучен случай растущей размерности d. За-
метим, что ((1)) влечет . Из об-
щего результата Эрдеша и Роджерса о покрытиях [2]
следует, что 1/ε – правильное основание экспонен-
ты, т.е. μ(d; ε) = . Точнее Эрдеш и Род-

жерс доказали, что μ(d; ε) = . Для
дискретного тора Td = , покрываемого ку-
бами со стороной , с помощью веро-
ятностного метода нетрудно (см., например, [3])
улучшить эту оценку, убрав логарифмический
множитель (здесь подразумевается, что ).
Нам удалось показать (см. лемму 3 и лемму 3), что

∈ Nd ε ∈ (0, 1)

μ(d μ…1, ,A A

R Z:= [ / ]d dT
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∈ …{1, , }s t

ε = /s t

дискретная и непрерывная постановка эквива-
лентны. Тем самым,  (как для
рациональных, так и для иррациональных ε). От-
метим, что из нижней оценки (1) следует лишь

.

Что касается малых значений размерности d,
то нам известна лишь работа [1], в которой дока-
зано, что при d = 2 нижняя оценка (1) точна, т.е.

.

Мы изучаем случай d = 3. Так как 
и , то

(2)

Заметим, что в размерности 3 нижняя оценка уже
не является точной. Так, например, как замечено
в [1],  Нам удалось най-
ти точное значение  при всех  и при

, близких к , .

Отметим напоследок, что при , ,
соответствующая задача об упаковке (т.е. нахож-
дение минимального количества  непересе-
кающихся кубов со стороной  в Td) связана с на-
хождением емкости Шеннона  простого
цикла на r вершинах [4], а именно, справедливо
равенство  (аналогичная
связь имеется и при всех других рациональных ,
но соответствующие графы сложнее описать).
Для четного r, очевидно, . Если же r не-
четно, то значение емкости Шеннона известно
лишь при :  [5].
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2. НОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим сперва .
Т е о р е м а  1. Справедливы равенства

Заметим, что при  величина 
равна своей нижней оценке в (2) тогда и только
тогда, когда .

Так как при целых  и  ниж-

няя и верхняя оценка в (2) совпадают, то, очевид-
но, . Мы также нашли такую левую
окрестность 1/r, что при всех  из этой окрестно-
сти нижняя оценка точна. Заметим, что при таких

 разность между верхней и нижней оценкой, на-
оборот, велика.

Т е о р е м а  2. Пусть , ε ∈

∈ , . Тогда  + r + 1.

Кроме того, мы расширили упомянутую пра-
вую окрестность.

Т е о р е м а  3. Пусть  – целое число,

. Тогда .

В некоторых случаях нам удалось усилить
нижнюю оценку в (2).

Т е о р е м а  4. Пусть  – целое число, а
 таково, что

Пусть, кроме того,

1) ,

2)  взаимно просто с s.

Тогда .

Заметим, что так как условие ξ2 ≤ ξ + (r +

+  влечет, что либо , либо ξ = 1,

то в интервале [1/3, 1/2) найдутся только два та-

ких значения .

Наконец, в некоторых случаях нам удалось
усилить и верхнюю оценку в (2).

Т е о р е м а  5. Пусть  – целое число,
. Пусть, кроме того,
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Тогда .

Для доказательства полученных результатов
мы установили, что задача нахождения 
сводится к своему дискретному аналогу – к задаче
нахождения минимального количества кубов со
стороной s, покрывающих  для некоторых
s, t таких, что  близко к . Таким образом, эти
вспомогательные утверждения влекут, что задача
сводится к рассмотрению счетного множества
значений , причем количество таких значений в
каждом интервале вида  конечно.

3. ПЕРЕХОД К ДИСКРЕТНОМУ СЛУЧАЮ

Л е м м а  1. Существует такая бесконечная по-

следовательность рациональных чисел  >

> ... > 0, что для каждого  справедливо

 и  для всех ,

где .

Из (2) несложно заметить, для каждого 
для решения задачи для всех ε в интервале

 достаточно рассмотреть не более  +

+ r3 различных значений .

Пусть  – натуральные числа. Пусть
 – наименьшее количество кубов со сто-

роной, состоящей из  точек, покрывающих тор
.

Л е м м а  2. Пусть  – целое число,

. Пусть, кроме того,  – ближай-

шее к  рациональное число с . Тогда
.

4. НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ

При  точные значения  приведе-

ны в теореме 2. Перечислим точные результаты и
некоторые оценки, которые влекут теоремы 2, 3,

4, 5 и лемма 1 для :
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