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В n-мерной ( ) области рассматривается задача типа Стеклова с быстро меняющимся условием
(чередуются условие Стеклова и однородное условие Дирихле). При этом коэффициент в условии
Стеклова является быстро осциллирующей функцией, зависящей от малого параметра , которая
имеет порядок O(1) вне мелких включений в виде шаровых слоев на границе, где она имеет порядок

. Эти включения диаметра  расположены на расстоянии порядка  друг от друга,
где . В случае m < 2 (слабая сингулярность) оценена скорость сходимости решений ис-
ходной задачи при стремлении малого параметра к нулю.
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Сингулярные возмущения коэффициентов
дифференциальных уравнений и краевых усло-
вий возникают при моделировании различных
прикладных задач. Асимптотический анализ та-
ких задач см., например, в работах [1–6]. Непери-
одические случаи рассмотрены в [7, 8]. Задачи с
сингулярностями внутри области изучены в рабо-
тах [9, 10] (см. также [11, 12]).

Задача типа Стеклова с быстро меняющимся
типом краевых условий рассматривалась в [13], где
проанализирован весь спектр предельных случаев.
Задачи с быстро осциллирующими граничными
условиями изучались также в статьях [14, 15].

В настоящей работе рассматривается много-
мерная задача усреднения типа Стеклова со сла-
бой сингулярностью, даются в соболевских нор-
мах оценки скорости сходимости решений и соб-
ственных значений исходных задач от решений и
собственных значений, соответственно, усред-
ненных задач при стремлении малого параметра к
нулю.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим область , , с достаточ-
но гладкой границей . Мы предполагаем, что
часть границы  ( ) лежит на гипер-
плоскости , при этом она состоит из трех
частей ,  и , где  и  образуют единую

часть, которую мы обозначаем . Здесь  –

объединение (n – 1)-мерных шаров, а  –

объединение шаровых слоев. Поясним теперь по-
строение. Пусть γ0 – это (n – 1)-мерный шар

 и пусть β0 =

= , ξn = 0} в

растянутом пространстве , ,  и  – области,

полученные целочисленными сдвигами мно-
жеств γ0 и  на гиперплоскости  с центра-
ми в точках , .
Обозначим  – гомотетичное сжатие δγ и  – го-
мотетичное сжатие . При этом (см. рис. 1)

Предполагается, что параметр δ(ε), определя-
ющий характерное расстояние между участками

 и  на границе, стремится к нулю при .
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Также заметим, что количество участков  и со-
ответственно участков  имеет следующий поря-

док: .

В области  рассматривается спектральная за-
дача с быстрой сменой краевых условий и сингу-
лярными коэффициентами

(1)

где

(2)

В этой работе ограничимся только случаем m < 2
(слабая сингулярность).

Собственные значения  занумерованы в по-
рядке неубывания, т.е. , и по-
вторяются с учетом кратности. При этом нормиру-
ем собственные функции следующим образом:

здесь .
Для формулировки теорем нам понадобится
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Пусть функция Wε, периодическая по пере-
менным , является первой собственной
функцией задачи типа Стеклова на ячейке перио-
дичности

(3)

Зададим  формулой

(4)

и продолжим ее периодически вдоль гиперплос-
кости xn = 0. Здесь  – гладкая срезающая
функция одной переменной, ,  в не-
которой достаточно малой окрестности . Свой-
ства функции  подробно изучены в [13].

Для формулировки результатов рассмотрим
краевые задачи

(5)

(6)

где  – площадь единичной n-мерной сферы, а
 – гармоническая емкость (n – 1)-

мерного диска γ0.
Имеет место теорема об оценке решений.

Т е о р е м а  1. Если ,  и u0 – обобщен-
ные решения задач (4) и (5), соответственно, то су-
ществует такая константа , не завися-
щая от  и , что для достаточно малых ε имеем

Если , то существует  такое,
что
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Рис. 1. Область с микронеоднородной структурой
границы.
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Теперь сформулируем спектральную задачу

(7)

Имеет место теорема о сходимости собствен-
ных значений и собственных функций.

Т е о р е м а  2. Пусть ,  являются собствен-
ными значениями задач (6) и (1) соответственно.
Тогда

где постоянные ,  не зависят от ε. 

Если кратность собственного значения  зада-
чи (7) равна r, т.е. , то для лю-

бой собственной функции  задачи (7), соответ-
ствующей собственному значению , ,

существует линейная комбинация  собственных
функций задачи (1), соответствующих собствен-
ному значению  такая, что
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где постоянные ,  не зависят от ε и .
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WEAKLY SINGULAR STEKLOV CONDITION 
IN MULTIDIMENSIONAL CASE

A. G. Chechkinaa,b

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
b Institute of Mathematics with Computing Centre, Ufa Federal Research Centre of Russian Academy of Science, 

Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

In a n-dimensional (n > 3) domain we consider a Steklov-type problem with rapidly changing conditions (the
Steklov condition alternates with the homogeneous Dirichlet condition). In addition the coefficient in the
Steklov condition is a rapidly oscillating function depending on the small parameter  of the order O(1) out-
side small spherical layer inclusions, where it has the order . These inclusions of the diameter

 are on the distance of order  from each other, where . In the case m < 2 (weak sin-
gularity), the rate of convergence is estimated for solutions to the original problem as the small parameter
tends to zero.

Keywords: Weak singularity, Steklov problem, boundary homogenization
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