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Изучается сходимость по вероятности итераций независимых случайных квантовых динамических
полугрупп к марковскому процессу, описывающему эволюцию открытой квантовой системы. Ста-
тистические свойства динамики открытых квантовых систем со случайными генераторами марков-
ской эволюции описываются на языке закона больших чисел для операторнозначных случайных
процессов. Для композиций независимых случайных вполне положительных полугрупп установле-
на сходимость математических ожиданий к полугруппе преобразований, порождаемой уравнением
Горини–Коссаковского–Сударшана–Линдблада. При этом устанавливается сходимость по веро-
ятности последовательности операторнозначных функций, значениями которых являются опера-
торы, не обладающие свойством безграничной делимости, к операторнозначной функции, значе-
ния которой представляют собой безгранично делимые операторы.
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Обсуждается сходимость по вероятности итера-
ций независимых случайных квантовых динами-
ческих полугрупп к марковскому процессу, опи-
сывающему эволюцию открытой квантовой систе-
мы. При этом применяются однопараметрические
семейства вполне положительных отображений
алгебры ограниченных линейных операторов в се-
бя, удовлетворяющие уравнению Горини–Косса-
ковского–Сударшана–Линдблада (ГКСЛ) [1–3].
В сообщении исследуются асимптотические свой-
ства последовательности композиций независи-
мых случайных вполне положительных преобра-
зований алгебры  линейных операторов,
действующих в конечномерном комплексном

+( )H

гильбертовом пространстве H. При получении
перечисленных результатов используется разви-
тый в работах [4, 5] подход к общей теории слу-
чайных полугрупп.

Статистические свойства динамики открытых
квантовых систем со случайными генераторами
марковской эволюции рассматривались в работах
[6, 7]. В предлагаемом в сообщении подходе такие
свойства описываются на языке закона больших
чисел для операторнозначных случайных процес-
сов. При этом обсуждаются случайные величины
со значениями в пространстве сильно непрерыв-
ных отображений вещественной полуоси в конус
вполне положительных операторов банахова про-
странства . Далее используются термины
и обозначения из книги [8]. Если E – локально вы-
пуклое пространство, то для обозначения множе-
ства линейных непрерывных отображение из E в E
будет использоваться символ  (вместо символа

). В частности, линейное пространство ли-
нейных непрерывных отображений из  в 
будет обозначаться символом .

Для случайных вполне положительных полу-
групп установлена сходимость математических
ожиданий к полугруппе отображений, порождае-
мой уравнением ГКСЛ. При этом устанавливает-
ся сходимость последовательности оператор-

+ +( ( ))H

+( )E
+( , )E E

+( )E +( )E
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нозначных функций, значениями которых явля-
ются операторы, не обладающие свойством
безграничной делимости, к операторнозначной
функции, значениями которой служат безгранич-
но делимые операторы.

Отметим, что близкая к тематике настоящего со-
общения проблема сходимости по распределению
последовательности произведений независимых
случайных матриц была исследована в работе [9].
Однако рассматриваемая в сообщении постановка
задачи и полученные результаты значительно отли-
чаются от результатов [9]. А именно, теорема 7 [9]
представляет закон больших чисел, утверждающий
сходимость по распределению последовательности
произведений случайных матриц к детерминиро-
ванной предельной матрице. В то время как закон
больших чисел в настоящем сообщении устанав-
ливает сходимость по вероятности последова-
тельности случайных композиций к предельной
полугруппе и позволяет дать оценку вероятности
отклонения в форме неравенства Чебышева [4].

Отметим, что условия, накладываемые в на-
стоящем сообщении на случайные полугруппы,
существенно отличаются от условий, используе-
мых в работах [4, 10]. При этом систематически
применяется предложенный в [11] комбинатор-
ный подход.

1. КВАНТОВЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ 
ПОЛУГРУППЫ

Всюду далее , где . Из конечно-
мерности пространства  вытекает, что любые
две нормы в каждом из встречающихся далее тен-
зорных произведениях эквивалентны, и что эти
тензорные произведения полны относительно
топологий, задаваемых каждой из этих норм.

Пусть далее  – банахово пространство ли-
нейных операторов, действующих в пространстве
H, наделенное стандартной операторной нормой;

 – банахово пространство линейных отоб-
ражений пространства  в себя, снабженное
стандартной операторной нормой. Напомним, что
элемент  называется положительным,
если  для любого  такого, что

.
Элемент  называется вполне по-

ложительным отображением пространства 
в себя (см. [12]), если линейный оператор ,
действующий в алгебре  по правилу

является положительным в алгебре операторов
, где  – алгебра d × d матриц над

полем комплексных чисел.

C= dH ∈ Nd
H
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Т е о р е м а  [13]. Если , то A явля-
ется вполне положительным тогда и только тогда,
когда существует набор операторов

Непосредственно проверяется, что справедли-
вы следующие леммы.

Л е м м а  1. Сумма двух вполне положительных
отображений является вполне положительным
отображением.

Л е м м а  2. Композиция двух вполне положи-
тельных отображений является вполне положи-
тельным отображением.

Напомним, что квантовым каналом в про-
странстве наблюдаемых называется линейное
вполне положительное отображение простран-
ства  в себя, сохраняющие единичный опе-
ратор . Однопараметрическая непрерыв-
ная полугруппа квантовых каналов в алгебре ли-
нейных операторов  называется квантовой
динамической полугруппой.

Т е о р е м а  (Теорема Горини–Коссаковско-
го–Сударшана–Линдблада) [14, 15]. Генератор 
всякой однопараметрической равномерно непре-
рывной полугруппы , , вполне положи-
тельных отображений пространства  в себя
задается равенством

(1)

где ,  – набор из не более

чем d2 – 1 операторов из алгебры  и H = .

2. СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛУГРУППЫ
Генератор квантовой динамической полугруп-

пы  является случайным, если в (1) операторы
La и H являются случайными величинами со зна-
чениями в алгебре матриц . Случайной вели-
чиной со значениями в пространстве линейных
отображений пространства  в себя назы-
вается измеримое отображение вероятностного
пространства  в пространство ,
наделенное слабой операторной топологией (в
случае конечномерного пространства H совпада-
ющей с топологией операторной нормы). Компо-
зиции случайных ортогональных преобразований
конечномерных евклидовых пространств иссле-
дованы в [17].

Ставится задача исследовать свойства компо-
зиций независимых случайных процессов со зна-
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чениями в конусе  вполне положитель-
ных отображений пространства .

Множество равномерно непрерывных кванто-
вых динамических полугрупп, действующих в бана-
ховой алгебре , обозначим через .
Между множеством , наделенным то-
пологией равномерной на каждом отрезке сходи-
мости в пространстве линейных операторов, и
множеством  генераторов непрерыв-
ных квантовых динамических полугрупп, наде-
ленном топологией операторной нормы, в силу
теорем Хилле–Иосиды и Линдблада существует
биекция. Заметим, что равномерная непрерыв-
ность вытекает из непрерывности в нашем слу-
чае.

Пусть , , – случайная квантовая дина-
мическая полугруппа в алгебре , заданная на
вероятностном пространстве , т.е. :

 – -измеримое отображение со зна-
чениями в . Средним значением слу-
чайной полугруппы , , является ее матема-
тическое ожидание , определяемое ра-
венством

Если Φt, , – случайная квантовая динами-
ческая полугруппа в алгебре , то ее матема-
тическое ожидание представляет собой однопа-
раметрическое семейство вполне положительных
отображений, которое может не являться однопа-
раметрической полугруппой. Однако для широкого
класса случайных квантовых динамических полу-
групп математическое ожидание , , эк-
вивалентно по Чернову полугруппе с усредненным
генератором. Напомним, что операторнозначная
функция :  называется эквива-
лентной по Чернову полугруппе , , линей-
ных преобразований пространства X, если для каж-
дого  и каждого  выполняется равенство

 = 0.

Теорема Чернова (см. [16]) предоставляет до-
статочные условия эквивалентности по Чернову
математического ожидания , , и полу-
группы , .

Т е о р е м а  1. Пусть , , – случайная рав-
номерно непрерывная квантовая динамическая по-
лугруппа в алгебре , а  – ее случайный ге-
нератор, принимающий значения в шаре некоторого
радиуса  пространства . Тогда если

, то математическое ожидание ,

+ +( ( ))CPH
+( )H

+( )H +( ( ))QDS H
+( ( ))QDS H

+( ( ))QDG H

Φt ≥ 0t
+( )H

Ω ^( , , )P ≥Φ 0( )t t

ω ≥ω → φ , 0( )t t ^

+( ( ))QDS H
Φt ≥ 0t

≥Φ 0M[( ) ]t t

ω
Ω

Φ φ ω ≥ ,M[( )] = ( ), 0.t t P d t

≥ 0t
+( )H

ΦM[( )]t ≥ 0t

F +∞ → +[0, ) ( )X
U( )t ≥ 0t

∈x X > 0T

( )( )→∞ ∈

  −  
  [0, ]

( )suplim
n

n t T X

tF U t x
n

ΦM[( )]t ≥ 0t
( )Φexp M[ '(0)]t ≥ 0t

Φt ≥ 0t

+ +( ( ))H G

ρ > 0 + +( ( ))H

Ω

= ωG G ( )P d ΦM[( )]t

, эквивалентно по Чернову полугруппе ,
.

Достаточно проверить условия теоремы Чер-
нова. Поскольку операторнозначные функции

, , при каждом  непрерывны, удовле-
творяют оценке , , прини-
мают значения в конусе , сохраняют
единичный оператор и удовлетворяют условию

, то всеми этими свойствами обладает и

операторнозначная функция F(t) = ,

. При каждом  справедливо равенство
, где ,

. Следовательно, F(t) = Id +  + r(t),

где , потому существует произ-

водная , причем .
Значит, все условия теоремы Чернова выполне-
ны, что и доказывает теорему 1.

3. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ

Пусть A – случайная величина со значениями
в банаховом пространстве  линей-
ных операторов, действующих в банаховой алгебре

, определяемая как слабо измеримое отобра-
жение вероятностного пространства  в
пространство . Слабая измеримость отображе-
ния :  (т.е. измеримость функций 
при любых , ) в случае ко-
нечномерного пространства H равносильна изме-
римости отображения в банахово пространство 
и влечет измеримость вещественнозначной слу-
чайной величины .

Т е о р е м а  2. Пусть U – действующая в про-
странстве  случайная квантовая динамиче-
ская полугруппа, случайный генератор A которой
принимает значение в некотором шаре банахова
пространства . Пусть  – последова-
тельность независимых одинаково распределенных
случайных полугрупп, распределение каждой из ко-
торых совпадает с распределением U. Тогда после-
довательность

(2)

композиций случайных полугрупп сходится по вероятно-
сти к однопараметрической полугруппе ,

: для любых , T > 0, и  выполня-
ется равенство

≥ 0t Gexp( )t
≥ 0t

ωφ ,t ≥ 0t ω ∈ Ω
ωφ ≤ ρ

+ +, ( ( )) exp( )t H t ≥ 0t
+ +( ( ( )))CPH

ωφ0, = Id

ω
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Докажем теорему 2. Случайная величина A,
принимающая значения в шаре некоторого ради-
уса  банахова пространства , имеет матема-
тическое ожидание .

При каждом  оператор  является
случайной величиной со значениями в шаре ра-
диуса  пространства . Следовательно,
функция F:  определена равенством F(t) =
= . Согласно теореме 1

[10], функция F является непрерывным в сильной
операторной топологии отображением 
(согласно конечномерности пространства  отоб-
ражение непрерывно и в топологии нормы).

При каждом  и каждом  в силу теоре-
мы Лагранжа о среднем (см. 4.6.4 в [8]) имеют ме-
сто оценки

(3)

Из теоремы 1 следует, что справедливо равен-

ство .

Аналог закона больших чисел для композиции
случайных полугрупп (2) устанавливается с помо-
щью операторного аналога неравенства Чебыше-
ва [4, 11], для получения которого вводится опера-
торнозначная дисперсия случайного оператора.
Воспользовавшись конечномерностью про-
странств  и , выберем в пространствe 
эквивалентную норме  норму  про-
странства операторов Гильберта–Шмидта, пре-
вращающую  в гильбертово пространство.
Символом  обозначим линейное простран-
ство , наделенное нормой Гильберта–Шмидта.
Тогда  и 
при каждом  и каждом . Поскольку про-
странство  является гильбертовым, то для
композиций случайных операторов со значения-
ми в наделенном сильной операторной топологи-
ей пространстве  применим подход,
предложенный в [4, 11]. Определим дисперсию
случайной операторнозначной функции (2) ра-
венством

Для оценки дисперсии случайной композиции
Wn введем следующее случайное отклонение от ма-
тематического ожидания. При каждом  поло-
жим , . Тогда M[Vk(t)] = 0

, , и в силу (3) при каждом  с
вероятностью 1 выполнена оценка

(4)
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В силу (2) при каждом  справедливо ра-
венство

Следовательно,

(5)

Произведение 2n биномов в (5) содержит 
различных слагаемых. Поскольку математиче-
ское ожидание любой из случайных величин

 равно нулю, то ненулевой вклад в матема-

тическое ожидание суммы из  слагаемых вносят
только такие слагаемые, в которых набор сомножи-
телей из Vj совпадает с набором сомножителей из

. Поэтому при каждом  справедливо равен-
ство

Следовательно, для дисперсии случайной опе-
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ГОФ и др.

(6)

Поскольку , то в силу оценки (4)

справедливо неравенство

Оценивая таким же образом оставшиеся слагае-
мые в формуле (6), в силу (3) и (4) получим оценку

Согласно формуле Тейлора найдется число
 такое, что

Следовательно, для каждого T > 0 существует

такое число  > 0, что 

при всех . Тогда согласно неравенству Чебы-
шева для операторнозначных случайных величин
(см. лемму 1 в [4]), для любых T > 0 и 
справедливо неравенство

(7)
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для любых  и T > 0. В силу эквивалент-
ности норм  и  неравенство (7) дока-
зывает утверждение теоремы 2.
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The convergence in probability of the sequence of iterations of independent random quantum dynamical
semigroups to the Markov process describing the evolution of open quantum system is studied. Statistical
properties of the dynamics of open quantum systems with random generators of Markovian evolution are de-
scribed in the terms of law of large numbers for operator valued random processes. For the compositions of
independent random semigroups of complete positive operators the convergence of mean values to the semi-
group described by the Gorini–Kossakowski–Sudarshan-Lindblad equation is obtained. Moreover, the con-
vergence in probability of the sequence of random operator valued functions with values in the set of operators
without the infinitely divisibility property to the operator valued function with values in the set of infinitely
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