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Изучение задач в областях с подвижными гра-
ницами является важным направлением в теории
дифференциальных уравнений с частными про-
изводными, при этом важность изучения этих за-
дач также подчеркивается и многочисленными
приложениями. О задачах Стефана см. работы [1,
2], а также литературу в этих работах.

В настоящей работе рассматривается задача
Стефана, возникающая в теории магнитогидро-
динамического пограничного слоя реологически
сложных сред. Предполагается, что жидкость с
определенными свойствами обтекает пористую
поверхность, через которую происходит инъек-
ция жидкости с иными электромагнитными и
реологическими свойствами (см. рис. 1). При
этом жидкости не смешиваются и их разделяет
некоторая поверхность, на которой возникают
условия сопряжения параметров, определяющих
жидкости. Эта поверхность находится в движе-
нии. Обоснование актуальности подобных задач
с физической точки зрения можно найти, к при-
меру, в работе [3]. Похожая задача магнитогидро-
динамического пограничного слоя с условиями
дифракции для двух жидкостей с различными
реологическими свойствами была рассмотрена в
работе [4]. В работе [5] рассматривалась задача
дифракции с инъекцией дилатантной среды в

пограничный слой (о дилатантной среде см. так-
же [6]).

Слоистые неньютоновские жидкие среды рас-
сматривались в работах [7–9]. Неоднородные не-
ньютоновские жидкости изучались также в [10].
Модификация О.А. Ладыженской пограничного
слоя неньютоновской жидкости изучена в работе
[11]. Магнитная среда с реологическим законом
О.А. Ладыженской исследовалась в [12], а анало-
гичная дилатантная жидкость рассматривалась
в [13].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО 

РЕЗУЛЬТАТА

В области , разде-
ленной непрерывной кривой γ = {(x, y): y =
=  на области

∞= {0 < < , 0 < < }D x X y

> ≤ ≤( ) 0,0 }*y x x X
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рассматривается краевая задача для уравнений
пограничного слоя. В области D1 рассматривается
система уравнений

(1)

модифицированной электропроводной среды с
реологическим законом О.А. Ладыженской, а в
области D2 – система уравнений

(2)

ньютоновской электропроводной среды.
В уравнениях k – малая положительная посто-

янная, ,  – вязкость соответствующей
жидкости, ,  – плотность среды,  > 0,

 – соответствующая электропроводность,
B(x) – y-компонента вектора магнитной индук-
ции,  – компонента вектора напряженности
электрического поля, ортогональная плоскости
XOY,  – давление.

Соответствующие граничные условия имеют
вид

(3)

где значение  и функции , , ,
 > 0 считаются заданными, причем ,

i = 1, 2. Зададим на кривой  условия сопряжения:

(4)

(5)
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Кривую γ будем считать гладкой линией тока.
В силу этого выполнено

(6)

В задаче (1)–(6) неизвестными являются функ-
ции , , , i = 1, 2. Поскольку гра-
ница γ является неизвестной, то рассматриваемая
задача является задачей типа Стефана.

Давление p(x) можно исключить из уравнений,
выразив через скорость внешнего потока  > 0,
используя соотношение

Введем новые обозначения

и приведем определение обобщенного решения
задачи (1)–(6).

О п р е д е л е н и е  1. Обобщенным решением
задачи (1)–(6) в области D называются функции

, , , , удовлетворяющие
следующим условиям:

1)  положительна при , непрерывна
в замкнутой области , ограничена;  при-
надлежит пространству  и непрерывна по y
при y =0;

2) существуют обобщенные производные ,

, , производная  ограничена, производные

 и  принадлежат пространству ;

3) , ,  при
, ;

4) для любой непрерывной функции ,

имеющей непрерывную производную  и

равной нулю при y = 0 и при достаточно больших
y, функции  и  удовлетворяют инте-
гральному тождеству
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где ,  при , i = 1, 2;
5) справедливо равенство

6) почти всюду в области D выполняется ра-
венство

Основным результатом работы является сле-
дующее утверждение.

Т е о р е м а  1. Предположим, что функции
, , ,  непрерывно дифференцируе-

мы на отрезке , , , , i = 1,
2, ограничены и удовлетворяют условию Гёльдера,

,  при , ,
i = 1, 2, выполняются равенства

и условие согласования в точке (0, 0)

Тогда при некотором X > 0 существует обобщен-
ное решение задачи (1)–(6). Если, кроме того, вы-
полняется неравенство

где , то решение существует при любом
X > 0. Если же выполнены условия

то решение задачи (1)–(6) единственно.
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2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ 
ТЕОРЕМЫ

Для доказательства основного результата вве-
дем замену фон Мизеса

при которой системы уравнений (1), (2) преобра-
зуются в квазилинейные уравнения

(7)

в области  и

(8)

в области . Гра-
ничные условия (3) переходят в условия

(9)

условия сопряжения (4), (5) переходят при
,  в условия

(10)

а неизвестная граница γ – в известную границу
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Введем обозначения

Далее доказываются теоремы существования и
единственности решений полученной задачи
(7)–(10) в следующей формулировке.

Т е о р е м а  2. Если выполнены предположения
теоремы 2, то обобщенное решение  задачи
(7)–(10) существует, причем  при

 равномерно на отрезке , а при
 выполняется неравенство

Т е о р е м а  3. Если  и  +

+ , то решение , полученное в
теореме 2, единственно.

Полученное в теореме 2 обобщенное решение
 при  имеет обычные произ-

водные , , , которые ограничены и удо-

влетворяют условию Гёльдера. Поэтому функция
 является решением уравнения (8) в клас-

сическом смысле.
На основе теорем 2 и 3 с помощью обратной

замены переменных получаем доказательство ос-
новного результата.

З а м е ч а н и е  1. За счет связи градиентов дав-
ления и скорости внешнего течения, неравенство

 эквивалентно неравенствам

, i = 1, 2, которые выполня-

ются при достаточно большом B2(x). Последнее
неравенство означает, что достаточно сильное
поперечное магнитное поле предотвращает от-
рыв пограничного слоя вязкой электропровод-
ной среды. О предотвращении отрыва погранич-
ного слоя см. [12] (а также [14, 15]).
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ON THE STEFAN PROBLEM FOR A SYSTEM OF EQUATIONS 
OF A MAGNETOHYDRODYNAMIC BOUNDARY LAYER WITH INJECTION 
OF A MEDIUM WITH RHEOLOGICAL LAW OF O. A. LADYZHENSKAYA
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The work is devoted to the existence theorem for a unique classical solution of the Stefan problem, which aris-
es in the study of a magnetohydrodynamic boundary layer in a viscous medium with injection of a modified
medium with the rheological law of O.A. Ladyzhenskaya.
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