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П о с т а н о в к а  з а д а ч и. Пусть Ω есть огра-
ниченная область из пространства  с гладкой
границей , Q есть цилиндр  конечной
высоты T, S есть его боковая граница. Третья на-
чально-краевая задача для параболических урав-
нений второго порядка в общей постановке – см.,
например, [1, 2] – представляет собой задачу на-
хождения решения соответствующего уравнения,
удовлетворяющего заданному начальному усло-
вию, а также условию

(  – производная по направлению конормали к

границе Γ в текущей точке) на боковой поверхно-
сти S. Если в этой задаче выполняется  >
0, то, как хорошо известно, она будет корректной
[1] в пространстве . Ситуация может прин-
ципиально измениться, если функция  об-
ращается в нуль в каких-либо точках . Именно
такая ситуация будет анализироваться в настоя-
щей работе. Все рассуждения и выкладки будут
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проведены для модельного одномерного случая.
Более общий случай – случай уравнений с многи-
ми пространственными переменными, уравне-
ний с младшими коэффициентами, и т.п. – ис-
следуется лишь с незначительными изменениями
по отношению к нижеприведенному.

Итак, пусть n = 1,  есть интервал (0, 1) оси ,
 есть прямоугольник , . Да-

лее, пусть ,  и  есть заданные функ-
ции, определенные при , . Рас-
смотрим задачу: найти функцию , являющу-
юся в прямоугольнике Q решением уравнения

(1)

и такую, что для нее выполняются условия

(2)

(3)

(4)

Всюду ниже будем считать, что функция a(t) не-
отрицательна на отрезке  (точные условия
будут указаны ниже). Заметим, что условие (3) в
изучаемой ситуации не позволяет получить обыч-
ные энергетические оценки [1, 3, 4] решений в
пространствах С.Л. Соболева, и что условия [1],
дающие оценку максимума модуля решений,
здесь также не выполняются. Тем самым вопрос о
существовании и единственности решений зада-
чи (1)–(4) становится нетривиальным.

Е д и н с т в е н н о с т ь  и  н е е д и н с т в е н -
н о с т ь  р е ш е н и й. Покажем, как можно по-

Ω Ox
Q Ω × (0, )T +∞0 < <T

( , )f x t ( )a t ( )g t
∈ [0, 1]x ∈ [0, ]t T

( , )u x t

− = ( , )t xxu u f x t

∈( ,0) = 0, (0, 1),u x x

+( ) (0, ) (0, ) = ( ),xa t u t u t g t

(1, ) = 0.u t

[0, ]T

УДК 517.95

МАТЕМАТИКА

1 Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН, 
Новосибирск, Россия
2 Новосибирский государственный университет, 
Новосибирск, Россия
*E-mail: kozhanov@math.nsc.ru
**E-mail: alexsp3@yandex.ru
***E-mail: vlad.v.shubin@gmail.com



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 503  2022

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 65

строить нетривиальные решения однородной за-
дачи (1)–(4).

Пусть  есть определенная при  непре-
рывная функция такая, что  при ,

. Положим

Для функции  выполняются уравнение (1)
при , условие (2), а также условие (4).
Также можно установить, что при 

(5)

(6)

Положим . В силу (5), (6) при до-

статочно малых положительных t выполнено  > 0,
причем . Таким образом,  является
нетривиальным решением однородной задачи
(1)–(4) для данного a(t).

Далее, выбирая , , получим, что
 при  для некоторого C > 0. Выби-

рая ,  и используя метод Лапласа
[1, 5], получим, что

т.е.  при . Таким образом, для

любого  найдется a(t) такая, что 

при , и однородная задача (1)–(4) имеет не-
тривиальное решение.

Определим множество единственности реше-
ний краевой задачи (1)–(4).

Пусть , . Введем обозначения

Для p > 1 определим пространство :
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Т е о р е м а  1. Краевая задача (1)–(4) не может
иметь более одного решения в пространстве  при

p > 1, .

Доказательство основано на анализе равенства

в котором δ > 0, с использованием интегрирова-
ния по частям и предельного перехода при .

Перейдем к исследованию разрешимости кра-
евой задачи (1)–(4). Уточним, что нашей целью
является доказательство существования реше-
ния, имеющего все обобщенные по С.Л. Соболе-
ву производные, входящие в уравнение.

Т е о р е м а  2. Пусть

Тогда существует единственное решение задачи
(1)–(4), принадлежащее пространству .

Доказательство этой теоремы проводится с по-
мощью метода регуляризации с использованием
априорных оценок и предельного перехода.

В целом аналогичные вышеприведенным ре-
зультаты получены и для вырождающейся тре-
тьей начально-краевой задачи для гиперболиче-
ских уравнений второго порядка (как в одномер-
ном, так и в многомерном по пространственным
переменным случаях).
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BOUNDARY PROBLEMS FOR PARABOLIC EQUATIONS WITH DEGENERATE
BOUNDARY CONDITION OF THE THIRD KIND

A. I. Kozhanova, A. N. Artyushina, and V. V. Shubinb

aS.L. Sobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk, Russia
bNovosibirsk State University, Novosibirsk, Russia
Presented by Academician of the RAS E.I. Moiseev 

The paper studies the solvability of initial - boundary value problems for linear parabolic equations of the sec-
ond order with a degenerate boundary value condition of the third kind. Sufficient conditions for the exis-
tence and uniqueness of solutions are given. It is shown that the degeneration effect can lead to non-unique-
ness of solutions in the space .

Keywords: second order parabolic equations, boundary value problems, degenerate boundary condition of the
third kind, uniqueness and non-uniqueness of solutions, existence of solutions
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