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1. ВВЕДЕНИЕ

Нелокальные краевые задачи рассматривают-
ся с 30-х годов XX века, см. работы Т. Карлемана
[1]. В 50-е годы XX-го века началось рассмотре-
ние абстрактных нелокальных задач, см. работы
М.И. Вишика [2], Ф. Браудера [3] и др. Среди не-
локальных параболических задач на ограничен-
ном множестве наиболее изучены задачи с вре-
менными нелокальностями, задачи с интеграль-
ными нелокальными членами и задачи на
прямоугольнике. В данной работе рассматрива-
ются параболические уравнения с нелокальными
краевыми условиями типа Бицадзе–Самарского,
ср. [4]. Особенностью данных нелокальных усло-
вий является то, что они заданы с помощью сдви-
гов по пространственным переменным в одно-
связной ограниченной области. Линейные эл-
липтические и параболические нелокальные
краевые задачи типа Бицадзе–Самарского рас-
сматривались в работах [5–10] и др. Нелинейные
эллиптические дифференциальные уравнения с
нелокальными краевыми условиями изучались
в [11].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть  – ограниченная область с грани-
цей  класса C∞ или , где  –
ограниченная область (с границей  класса C∞,
если );  для n = 1. Определим ци-

линдр . Пусть , ,

, все функции веществен-
нозначные. В цилиндре  рассмотрим диффе-
ренциальное уравнение

(1)

c нелокальными граничными условиями

(2)

где множество  определено следующим
образом.

Пусть  – конечное множество векторов h
с целочисленными (или соизмеримыми) координа-
тами. Через M обозначим аддитивную группу, по-
рожденную множеством , через Qr – открытые

связные компоненты множества .

Множество Qr называется подобластью. Семей-
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ство  всех подобластей Qr ( ) называ-
ется разбиением области Q.

У с л о в и е  1. Пусть  =  ∩

∩  удовлетворяет условию
.

Обозначим через  открытые, связные в топо-
логии  компоненты множества . Если

 для некоторого , то или
, или существует  такое, что
, см. § 7 из [7]. Множества {Γρ + h:

 могут быть разбиты
на классы.  и  принадлежат одному
классу, если

1) существует вектор  такой, что  +
+ ;

2) для любых  нормали к
 в точках  и  совпа-

дают.
Обозначим множество  через , где r –

номер класса, j – номер элемента в классе
( ). Не нарушая общности, будем
считать, что , 
( ). Как известно, см.  7
из [7], для любого  существует подоб-
ласть  такая, что . Более того, если

, то  для любых
; и для каждого  существует

единственный номер  такой, что
 и  ( ) (с точно-

стью до перенумеровки). Обозначим теперь
.

У с л о в и е  2. Для каждой подобласти 
,  и для любого 

существует открытое множество  с гра-
ницей  такое, что  ,
mesn – 1 .

 – Соболевское пространство
функций, интегрируемых на  в степени  вме-
сте с первыми производными по xi, .
Обозначим
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Периодические по t решения (1), (2) должны
удовлетворять условию

(3)

Рассматривая производную по t как распреде-
ление, введем неограниченный оператор

 c областью определе-
ния

(4)

Определим оператор A : Lp(0, T;  →
→ Lq(0, T;  по формуле

(5)

здесь и ниже .
О п р е д е л е н и е  1. Функция w ∈ Wg :=

:=  называется обобщенным
решением задачи (1)–(3), если она удовлетворяет
операторному уравнению

(6)

3. РАЗНОСТНЫЙ ОПЕРАТОР 
И ИЗОМОРФИЗМ ПРОСТРАНСТВ

Рассмотрим набор вещественных постоянных
коэффициентов . Определим разност-

ный оператор :

(7)

а также оператор ,

здесь  – оператор про-

должения функций из  нулем в  ×
× (0, T),  – оператор

сужения функций из  на . Для ис-
следования свойств оператора RQ введем матри-

цы :

(8)

где hsm определяется условием . Из
ограниченности области Q и формулы (8) следу-
ет, что множество различных матриц  конечно.
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Пусть . Изоморфизм Us : Lp(Ωs) →
→  задан по формуле ,

t). Оператор , определяе-

мый соотношением , является опе-
ратором умножения на матрицу Rs, при этом RQ =

= , где Ps – проектор на ,

см. лемму 8.6 [7] (или лемму 2.6 [8]). Более по-
дробно построение и свойства операторов  и

 см. в [7, 8, 10, 11].
Обозначим через  матрицы, полученные из

 путем перенумерования соответствую-

щих столбцов и строк. Пусть  ( ) –
-я строка матрицы размерности , получен-

ной путем вычеркивания последних  столб-
цов из матрицы .

О п р е д е л е н и е  2. Будем говорить, что мат-
рицы Rs соответствуют граничным условиям (2),
если выполнено следующее

У с л о в и е  3. Существует набор  :
:  такой, что для любого  матри-
цы Rs невырождены, а также для всех  и

(9)

Кроме того, обозначим через  матрицу по-
рядка , полученную из матрицы  вычер-
киванием последних  строк и столбцов.

Т е о р е м а  1. Предположим, что выполнены
условия 1–3, а соответствующие матрицы  и 
( , ) невырождены. Tогда существует
множество  такое, что оператор

RQ :  – изоморфизм.

С л е д с т в и е  1.  является обобщенным
решением задачи (1)–(3) тогда и только тогда, ко-
гда существует решение операторного уравнения

(10)

где , причем .

4. МАКСИМАЛЬНАЯ МОНОТОННОСТЬ 
ОПЕРАТОРА 

О п р е д е л е н и е  3. Оператор Λ: Lp(0, T;

  монотонен, ес-
ли  для всех . Плотно
определенный, монотонный оператор  макси-
мально монотонен, если не существует нетриви-
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ального расширения данного оператора, сохра-
няющего монотонность.

Как известно, оператор  с областью опреде-
ления  максимально монотонен, и

, см. [12, Гл. 3, п. 2.2].

Л е м м а  1.  макси-
мально монотонен.

5. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ 
ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ

Обозначим через  симметрическую часть

матрицы : .

Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия 1–3; а
также  ( , ); оператор A:

 задан формулой
(5), причем функции  измеримы по

, T-периодичны по t, дифференцируемы по
 ( ), а также справедливы оцен-

ки

(11)

(12)

(13)

где , , g1 ∈

∈ , константы  не зависят

от ,  и , ζm· =
= , .

Тогда для любого  существу-
ет единственное обобщенное решение задачи (1)–
(3). Более того, если w1 и w2 – решения, соответ-
ствующие правым частям f1 и f2, то

(14)

 не зависит от  и .

При рассмотрении линейного оператора 
условия (11)–(13) упростятся.
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Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия 1–3, а
также  ( , ); , оператор

 задан формулой

причем функции  измеримы по ,
M-периодичны по x, T-периодичны по , ,
а также для некоторого , не зависящего от

,

(15)

Тогда для любого  существует един-
ственное решение операторного уравнения (10)

. Более того, если  и  – ре-
шения, соответствующие правым частям f1 и f2, то

(16)

 не зависит от  и .
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ON PERIODICAL SOLUTIONS OF PARABOLIC QUASILINEAR EQUATIONS
WITH BOUNDARY CONDITIONS OF BITSADZE–SAMARSKII TYPE

O. V. Solonukhaa,b

a Federal Research Center “Informatics and Control” of the Russian Academy of Science, Moscow, Russia
b Mathematical Institute of the RUDN University, Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS E.I. Moiseev

We consider the quasilinear parabolic boundary value problem with nonlocal boundary condition of Bit-
sadze–Samarskii type. The theorem of existence and uniqueness of a periodic solution of such a problem is
proved.

Keywords: periodic solution, nonlocal boundary conditions of the Bitsadze–Samarsky type, parabolic equa-
tion, maximal monotone operator, generalized solutions
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