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В предлагаемой работе изучаются интегро-дифференциальные уравнения с неограниченными опе-
раторными коэффициентами в гильбертовом пространстве. Главной частью указанных уравнений
является абстрактное параболическое уравнение, возмущенное вольтерровым интегральным опе-
ратором. Принципиальное отличие данной работы от имеющихся состоит в том, что мы рассматри-
ваем и изучаем интегро-дифференциальные уравнения для вектор-функций, аргументы которых
принимают значения в угловой области комплексной плоскости.
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В работе [1], а также в монографии [2] изучен
класс функций , голоморфных в угловой
области

и таких, что

В [1, 2] установлено, что снабженное соответству-
ющей нормой  является гильбертовым
пространством и для него доказана теорема типа
Пэли–Винера.

Пусть H – сепарабельное гильбертово про-
странство, A – самосопряженный положитель-
ный оператор  ( ), действующий в
пространстве H, имеющий компактный обратный.
Через (⋅, ⋅) и ||⋅|| обозначим скалярное произведение и
норму в пространстве H соответственно.

В предлагаемой работе изучены классы
 и  функций со значениями в
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пространстве H, голоморфных в области . При
этом класс  состоит из вектор-функций,
для которых

а класс  из вектор-функций, для кото-
рых

Превратим область определения  опера-
тора   в гильбертово пространство ,

введя на норму , эквивалентную норме

графика оператора . Условимся в дальнейшем
называть функцией (без добавления слова “век-
тор”) функцию со значениями в пространстве ,
а функцию со значениями в  называть скаляр-
ной или числовой функцией.

Обозначим через  пространство
(классов) функций со значениями в H, измери-
мых относительно меры Лебега dt на полуоси

 и таких, что
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Через  обозначим пространство Со-
болева функций на полуоси  со зна-
чениями в пространстве H, снабженное нормой

Подробнее о пространствах  см. мо-
нографию [3, гл. 1]. Для n = 0 полагаем

, H). Будем полагать в дальней-

шем  .

1. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРОСТРАНСТВ 
, 

Укажем основные свойства пространства
.

П р е д л о ж е н и е  1. Для функции f(τ) ∈
∈  существуют граничные значения

 такие, что

Т е о р е м а  1. 10 Класс функций  с нор-
мой

является банаховым пространством.

20. Класс функций  со скалярным про-
изведением

является гильбертовым пространством.

30. Если  – произвольная функция из класса
 и

то справедливы неравенства
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Приведем теорему, являющуюся аналогом
теоремы Пэли–Винера для пространства ,
H).

Т е о р е м а  2. Пусть  Справедливы
следующие утверждения:

10. Класс функций  совпадает с
множеством функций, допускающих представле-
ние

(1)

.

20. В представлении (1) для каждой фикси-
рованной функции , H) функция

, H) единственна, и справедлива форму-
ла обращения

(2)

30. Если функция  предста-
вима функцией  по формуле (1),
то справедливы неравенства

(3)

Перейдем к рассмотрению и изучению анало-
гов пространств Соболева  функций,
голоморфных в угле .

Условимся в дальнейшем обозначать через 

производную функции u(τ) в смысле функций ком-
плексного переменного. Класс функций 
совпадает с классом функций, голоморфных в угле

, таких, что

В нижеследующей лемме приведен аналог теоре-
мы о промежуточных производных, широко из-
вестной для пространств  (см. [3, с. 29]).

Л е м м а  1. Пусть функция 
Тогда
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П р е д л о ж е н и е  2. Для функции ,

An) существуют граничные значения 

из класса  такие, что

Т е о р е м а  3. 10. Класс функций  с
нормой

является банаховым пространством.

20. Класс функций  со скалярным про-
изведением

является гильбертовым пространством.

30. Для произвольной функции 
справедливы неравенства

где

Приведем вариант теоремы о следах для про-
странства .

Т е о р е м а  4. Пусть функция .
Тогда в смысле нормы пространства H равномерно
относительно  таких, что , суще-
ствуют пределы

Уместно отметить, что теоремы 3 и 4, а также
предложение 2 приведены в статье [4]. Полные по-
дробные доказательства сформулированных утвер-
ждений о пространствах  и 
приведены в депонированной работе [5].
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2. КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ 
НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ИНТЕГРО-
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В ПРОСТРАНСТВЕ 

Рассмотрим начальную задачу для интегро-
дифференциального уравнения вида

(4)

(5)

где A – самосопряженный положительный опера-
тор, действующий в сепарабельном гильбертовом
пространстве H, имеющий компактный обратный.
Ядро K(τ) принадлежит пространству Харди 
(см. [7]), правая часть , вектор

. Отметим, что в интегро-дифференци-
альном уравнении (4) в интегральном слагаемом
интегрирование проводится по отрезку, соединя-
ющему начало координат и точку . Однако в
силу регулярности функций K(τ), u(τ) интеграл
можно брать по любому спрямляемому кусочно-
гладкому контуру, соединяющему точки 0 и  ле-
жащему в области .

Основным результатом является теорема о
разрешимости задачи (4)–(5) в пространстве

.
Т е о р е м а  5. Пусть ядро K(τ) принадлежит

пространству Харди  и его преобразование
Лапласа  удовлетворяет оценке

(6)

где  вектор-функция f(τ) ∈

∈ , H), вектор  Тогда существует

единственное решение  задачи (4)–
(5), удовлетворяющее оценке

(7)

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции
f(τ) и вектора .

С л е д с т в и е  1. Пусть выполнены условия тео-
ремы 5 и ядро  Тогда существует един-

ственное решение  задачи (4), (5),
удовлетворяющее неравенству (6).

Изложим далее идею доказательства теоремы 5.
Рассмотрим преобразование Лапласа  силь-
ного решения u(τ) уравнения (4) с нулевыми на-
чальными данными , которое имеет вид
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Здесь оператор-функция  является симво-
лом уравнения (4) и представима в виде

где  – преобразование Лапласа ядра , I –
единичный оператор в пространстве H.

Для доказательства теоремы 5, согласно теоре-
ме 2 (Пэли–Винера), достаточно показать, что
вектор-функции  и  принадлежат про-
странству , а также получить их
оценки. С этой целью мы устанавливаем, что опе-
ратор-функция  является голоморфной и
допускает следующие оценки в области  =

= :

(8)

В свою очередь, для получения оценок (8) ис-
пользуется представление

(9)
и оценки

(10)

(11)

а также неравенство

вытекающее из неравенств (6), (10), (11) и пред-
ставления (9).

На основании оценок (8), (10), а также того,
что вектор-функция  принадлежит про-
странству , приходим к тому, что
вектор-функции  и  принадлежат про-
странству . Таким образом, опира-
ясь на теорему 2 (Пэли–Винера), мы получим,

что вектор-функции  и  принадлежат

пространству  и удовлетворяют нера-
венствам

(12)

(13)
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Наконец из неравнств (12) и (13) вытекает
оценка

(14)

где . Далее, случай неоднородных
начальных данных  стандартным образом
сводится к задаче с однородными начальными
данными и новой правой частью уравнения (4)

, где

с последующей оценкой вектор-функции h(τ).
З а м е ч а н и е  1. Хорошо известно, что реше-

ние начально-краевой задачи для однородного
уравнения теплопроводности при естественных
предположениях о начальных данных допускает
аналитическое продолжение по временной пере-
менной t в угловую область комплексной плоско-
сти. С этим тесно связана теория аналитических
полугрупп операторов (см., например, моногра-
фии [6, 8–10]).

В утверждении следствия теоремы 5 установлена
не только аналитичность решения абстрактного па-
раболического уравнения, но и получена оценка (7)
в гильбертовых пространствах , ,
что является значительно более глубоким резуль-
татом, нежели результат об аналитичности (голо-
морфности) решения.

Из доказанной теоремы 5 также немедленно
вытекает утверждение для , т.е. для случая,
когда задача (4), (5) рассматривается на полуоси

, а не в угловой области . При этом простран-
ство  переходит в пространство ,
а пространство  в пространство Соболе-

ва .
Уместно отметить, что приведенная теорема 5

тесно связана с теоремой 2.1 из работы [11], а так-
же теоремой 3.2.3 из монографии [12]. В указан-
ных теоремах установлена корректная разреши-
мость начальной задачи для интегро-дифферен-
циального уравнения, близкого уравнению (4), в
весовых пространствах Соболева .

З а м е ч а н и е  2. Существенное отличие при-
веденной теоремы 5 от результатов о разрешимо-
сти в традиционных пространствах Соболева

, ранее установленных в работах [11,
12], состоит в том, что мы приводим оценки пре-
образования Лапласа решения  в области

, а не в правой полуплоскости. При этом су-
щественно использовалась теорема 2 (аналог тео-
ремы Пэли–Винера) для угловых областей  и
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, в то время как в предшествующих работах
использовалась традиционная теорема Пэли–
Винера.

Отметим, что ряд утверждений о разрешимо-
сти интегро-дифференциальных уравнений с
операторными коэффициентами в простран-
ствах Соболева  приведен в обзорной
статье [13].

Ряд глубоких результатов о разрешимости эл-
липтических функционально-дифференциаль-
ных уравнений в пространствах Соболева приве-
ден в работе [14].
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The proposed paper studies integro-differential equations with unbounded operator coefficients in Hilbert
space. The main part of this equation is an abstract parabolic equation perturbed by the Volterra integral op-
erator. The fundamental difference between this work and the existing ones is that we consider and study in-
tegro-differential equations for vector functions, the arguments of which take values in the angular domain
on the complex plane.
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