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Предложен новый вариант неявной итерационной схемы на основе решения последовательности
регуляризованных расширенных линейных систем. Этот подход позволяет существенно повысить
скорость сходимости неявной итерационной схемы при сохранении неизменным числа обуслов-
ленности задачи на каждой итерации алгоритма. Предлагаемый алгоритм может достаточно эффек-
тивно быть использован для построения итерационных алгоритмов регуляризации при решении
плохо обусловленных разреженных задач большой размерности.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Известно, что многие вычислительные задачи

принадлежат к классу некорректных или плохо
обусловленных задач. Для решения этих задач
широко используются многочисленные методы
регуляризации. Одним из наиболее эффективных
методов регуляризации продолжает оставаться
метод регуляризации А.Н. Тихонова [1].

При решении многих прикладных задач, осо-
бенно разреженных большой размерности, на-
пример, таких, как обработка сигналов и изобра-
жений, анализ больших данных, важную роль иг-
рают итерационные методы регуляризации [2, 3].
Достоинством итерационных методов регуляри-
зации является тот факт, что для них роль пара-
метра регуляризации выполняет момент останова
итераций, который легко реализуется на основе
принципа невязки [2]. Итерационный принцип
невязки существенно проще, с вычислительной
точки зрения, принципа невязки, используемого
для прямых (неитерационных) методов регуляри-
зации.

Одним из важнейших алгоритмов построения
итерационных схем регуляризации является не-
явный метод простых итераций на основе нор-
мальных уравнений [3]. Это связано с тем фак-
том, что он обладает абсолютной сходимостью, в

отличие от явных, и достаточно высокой помехо-
устойчивостью. В [4] был предложен специаль-
ный вариант неявной итерационной схемы на ос-
нове сингулярного разложения. Однако высокая
вычислительная сложность сингулярного разло-
жения не позволяет достаточно эффективно ре-
шать большие, в том числе разреженные, задачи.

В настоящей работе предлагается новый вари-
ант неявной итерационной схемы, основанный
на последовательном решении регуляризованных
расширенных систем линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ). Этот подход позволяет суще-
ственно повысить скорость сходимости алгорит-
ма без потери вычислительной устойчивости (за
счет сохранения неизменным числа обусловлен-
ности СЛАУ на каждой итерации) неявной итера-
ционной схемы. Данный результат обеспечивает-
ся тем фактом, что число обусловленности рас-
ширенной СЛАУ значительно меньше числа
обусловленности СЛАУ неявной итерационной
схемы на основе нормальных уравнений. Важ-
нейшим достоинством предлагаемого алгоритма
также является возможность решать большие
разреженные задачи.

2. НОВАЯ НЕЯВНАЯ ИТЕРАЦИОННАЯ 
СХЕМА

Рассматривается произвольная СЛАУ

(1)

где , , ,  и .

= ,Au f
×∈ C

m nA ∈ C
mf ∈ C

nu ≥m n rank( ) =A n
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Для построения классического варианта неяв-
ной итерационной схемы [2] используется сим-
метризация Гаусса произвольной СЛАУ (1), при-
водящая к нормальной системе уравнений

(2)
где A* – матрица, сопряженная к матрице A.

На основе нормальной системы (2) непосред-
ственно получается классическая форма неявной
итерационной схемы (неявный метод простых
итераций) для решения произвольных СЛАУ (1):

(3)

где ,  – единичная матрица порядка n и

Неявная итерационная схема (3) широко ис-
пользуется для получения итерационных алго-
ритмов регуляризации [2, 3, 5], где номер оста-
новки по k выполняет роль параметра регуляри-
зации.

Ниже приводится новый вариант неявной ите-
рационной схемы.

Преобразуем (3) к виду

или

(4)
Пусть

(5)
тогда (4) можно записать в виде

(6)
а (5) в виде

(7)

Введем новую переменную . Объеди-
няя уравнения (6) и (7), получаем расширенную
СЛАУ

(8)

Из (8) непосредственно следует
У т в е р ж д е н и е. Неявный метод простых

итераций (3) эквивалентен решению последова-
тельности регуляризованных расширенных си-
стем

(9)
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Итерационный метод (9) можно рассматри-
вать как специальную вычислительную схему ме-
тода (3). Однако при малых α вычисления по ите-
рационной схеме (4) могут, в виду большей чис-
ленной устойчивости, оказаться намного более
целесообразными, чем вычисления по итераци-
онной схеме (3). Кроме того, формирование мат-
рицы A*A может приводить к ее полному заполне-
нию, даже если исходная матрица A является
сильно разреженной, что в конечном итоге не
позволяет использовать алгоритм (3) для реше-
ния больших разреженных задач.

Спектральное число обусловленности СЛАУ
на каждой итерации в алгоритме (3) равно

где  и  – максимальное и минимальное сингу-
лярные числа матрицы  соответственно.

Как показано в [6], собственными значениями
матрицы , , , являются

числа , , а также ω и –ω
кратностей  и  соответственно, где

 и  – сингулярные
числа матрицы A. Для частного случая, когда

, аналогичный результат приведен (без
доказательства) в работе М.А. Саундерса [7].

Так как  и , то спектральное число
обусловленности матрицы 

(10)

где  – спектральная матричная норма.

Из (10) следует, что если , то

(11)

несмотря на число обусловленности матрицы A.
Из (11) получаем важный практический резуль-

тат: если , то число обусловленности
матрицы  не зависит от обусловленности матри-
цы A и, следовательно, для плохо обусловленных
матриц A число обусловленности ,
так как . Этот факт гарантирует,
что неявная итерационная схема (9), на основе
расширенных систем, будет обладать более высо-
кой вычислительной устойчивостью по сравне-
нию с итерационной схемой (3), на основе нор-
мальных систем, при одном и том же значении
параметра .

ω
σ + ωμ
σ + ω

2 2
1

2 2 2( ) = ,
n

G

σ1 σn
A

ωB ωλ ( )j B +…= 1, ,j m n

± σ + ω2 2
i τ…= 1, 2, ,i

− τm − τn
τ = rank( )A τσ ≥ σ ≥ ≥ σ…1 2 > 0

×∈ R
m nA

ω ω*=B B τ = n
ωB
−

ω ω ω

ω
≤ ≤ +

ω
≤ ≤ +

μ ⋅

λ σ + ω=
λ σ + ω

1
2 2 2

2 2
1 1

2 2

1

( ) = =

( )max
= ,

( )min

j
j m n

j n
j m n

B B B

B

B

⋅ 2

σ ω σ1< <n

ω
σμ ≈
ω ω

1 2
2( ) = ,

A
B

σ ω σ1< <n

ωB

ω ωμ μ!2 2( ) ( )B G

ω ωμ μ2 2( ) = ( )B G

ω



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 503  2022

НЕЯВНАЯ ИТЕРАЦИОННАЯ СХЕМА 93

3. ИТЕРАЦИОННАЯ
РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩАЯ СХЕМА

Пусть вместо точных исходных данных 
заданы возмущенные исходные данные , где

. Здесь  – евклидова векторная нор-
ма.

Для построения итерационной регуляризиру-
ющей схемы воспользуемся итерационным алго-
ритмом (9):

(12)

В качестве критерия остановки будет исполь-
зовано минимальное число k, такое, что

(13)

где константа .
Параметр , момент останова для итерацион-

ной схемы (12), играет роль параметра регуляри-
зации на основе принципа невязки [2], а  явля-
ется регуляризованным решением.

Так как , то критерий остановки
(13) можно представить в виде

(14)

Использование (14) позволяет снизить вычис-
лительные затраты по сравнению с (13).

4. АНАЛИЗ СХОДИМОСТИ
И ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР

Итерационную схему (3) можно записать в виде

(15)

где  – итерационная мат-
рица, а .

Скорость сходимости итерационного процесса
(15) определяется множителем сходимости ,
где  – спектральный радиус матрицы. В [4] по-

казано, что , где .

Очевидно, что  и 
при , где  и . Однако
при  спектральный радиус , что
приводит к сильному замедлению скорости схо-
димости.

Видно, что параметр ω, с одной стороны, вы-
полняет роль предобусловливателя, но, с другой
стороны, требуется компромис при выборе пара-
метра  для обеспечения достаточной скорости
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сходимости алгоритма. Относительно стандарт-
ного алгоритма типа (3) замечание о скорости
сходимости было сделано в недавней работе [8].

Исследуем сравнение скорости сходимости и
чисел обусловленности для алгоритмов (3) и (12).

Пусть параметры  и  выбираются из усло-
вия . Так как μ2(Bω) =
= , то очевидно, что  и, следова-
тельно, . Это означает, что не-
явная итерационная схема (12), на основе расши-
ренных систем, имеет более высокую скорость
сходимости по сравнению с (3), на основе нор-
мальных уравнений, при одном и том же числе
обусловленности СЛАУ в обоих итерационных
схемах.

Рассмотрим случай, когда ,
где  – машинный эпсилон. В этом случае для
обеспечения гарантированной точности вычис-
лений на каждой итерации неявных итерационных
схем (3) и (12) параметры  и  должны удовлетво-
рять условиям  и  со-
ответственно.

Если параметры  и  удовлетворяют усло-
вию

(16)

то в этом случае . Отсюда непосредствен-
но имеем, что . Следователь-
но, при одинаковых числах обусловленности
СЛАУ в алгоритмах (3) и (12), алгоритм (12), на
основе расширенных линейных систем, будет
иметь существенно более высокую скорость схо-
димости. Этот факт иллюстрируется следующим
простым примером.

Ч и с л е н н ы й  п р и м е р. Рассмотрим СЛАУ
Au = f, где

(17)

СЛАУ (17) совместна, ее точное решение

, а ,  и

. Для решения СЛАУ (17) исполь-
зовались алгоритмы (3) и (12). Все вычисления вы-
полнялись в Matlab, где . В данном
примере . В алгоритмах (3) и (12) параметры
выбирались в соответствии с (16):
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(18)

Из (18) получаем, что для алгоритма (3) ω1 =

= , а для алгоритма (12) .
Для решения СЛАУ в алгоритме (3) применялся
метод Холецкого, а в (12) – метод LU-разложе-
ния. В качестве критерия остановки использовал-
ся критерий:

(19)

Для алгоритма (12) этот критерий, в соответствии
с (14), имеет вид .

Р е з у л ь т а т ы  в ы ч и с л е н и й .  Алгоритм (3),
на основе нормальных уравнений, не позволил во-
обще выполнить критерий (19). Через , не-
вязка  × 10–5, а относительная по-

грешность решения  соответ-

ственно.

Для алгоритма (12), на основе расширенных
линейных систем, критерий остановки (19) был
выполнен при , а относительная погреш-
ность, соответственно, равна

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Новый вариант неявной итерационной схемы
(9) обладает следующими наиболее важными
преимуществами перед классической неявной
итерационной схемой (3), основанной на нор-
мальной системе уравнений:

1. Неявная итерационная схема (9), в отличие
от неявной схемы (3), позволяет достаточно эф-
фективно решать большие разреженные задачи.

2. При одном и том же числе обусловленности
матриц  и  неявная итерационная схема (9)
позволяет получить существенно более высокую
скорость сходимости при решении плохо обу-
словленных задач. Этот факт особенно важен при
решении задач большой размерноcти.
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IMPLICIT ITERATIVE SCHEMES 
ON BASED OF AUGMENTED LINEAR SYSTEMS

A. I. Zhdanova
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A new version of an implicit iterative scheme based on solving a sequence of regularized augmented linear sys-
tems is proposed. This approach makes it possible to significantly increase the rate of convergence of the im-
plicit iterative scheme while keeping the condition number of the problem unchanged at each iteration of the
algorithm. The proposed algorithm can be effectively used to construct iterative regularization algorithms for
solving ill-conditioned sparse problems of large dimension.

Keywords: implicit iterative scheme, regularized augmented linear system, iterative regularizing algorithms
based on augmented systems
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