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Будем рассматривать смешанную задачу для
уравнения с конвективным слагаемым и обедня-
ющим потенциалом:

(1)

(2)

(3)

где a, b и h – достаточно гладкие функции в ,
 , 

.
Изучается задача управления с точечным на-

блюдением: управляя температурой  на левом
конце отрезка (функции  и  считаем фиксиро-

+ += ( ( , ) ) ( , ) ( , ) ,t x x xu a x t u b x t u h x t u

∈ ×( , ) = (0,1) (0, ), > 0,Tx t Q T T

ϕ ψ ∈(0, ) = ( ), (1, ) = ( ), (0, ),xu t t u t t t T

ξ ∈( ,0) = ( ), (0,1),u x x x

TQ
≤ ≤ ∞1 20 < ( , ) < ,a a x t a ϕ ∈ 1

2 (0, )W T ψ ∈ 1
2 (0, ),W T

ξ ∈ 2(0,1)L

ϕ
ξ ψ

ванными), стараемся сделать температуру 
в некоторой точке  близкой к заданной
функции  на всем интервале времени

. Обозначим через  множество
управляющих функций , а через , T) –
множество целевых функций z, будем далее счи-
тать множество  непустым, замкнутым и выпук-
лым. Качество управления оцениваем функцио-
налом

(4)

при этом  – решение задачи (1)–(3) с заданной
управляющей функцией ,  – весо-
вая функция, .

Считая функции z и  фиксированными, рас-
смотрим задачу минимизации

(5)

Эта задача возникает в модели управлении кли-
матом в промышленных теплицах (см. [1, 2]). По-
дробные пояснения к изучаемой математической
модели содержатся в [21]. Заметим, что экстре-
мальные задачи для уравнения теплопроводности
рассматривались в многочисленных работах (см.,
например, [3–5, 7]). Наиболее изученными явля-
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ются задачи с финальным наблюдением [3–6, 9].
Достаточно полный обзор ранних результатов со-
держится в [6], обзор новых результатов имеется в
[1, 9, 10, 14, 15]. По сравнению с предшествующи-
ми статьями о параболических задачах управле-
ния, где рассматриваются задачи с финальным
или распределенным наблюдением [5, 7, 8, 11],
мы рассматриваем точечное наблюдение. Новым
является и тип функционала качества. Эта работа
развивает и обобщает результаты работ авторов
[16–21]. В данной работе мы исследуем более об-
щее уравнение с переменным коэффициентом
диффузии a, коэффициентом конвекции b и по-
тенциалом , называемым потенциалом обедне-
ния, устанавливаем качественные свойства соот-
ветствующей минимизирующей функции. Поми-
мо исследования более общего уравнения (с
переменным коэффициентом , конвек-
тивным слагаемым  и неоднородным на-
чальным условием) мы также доказываем ряд но-
вых результатов: устанавливаем качественные
свойства минимизирующей функции и выводим
необходимые условия оптимальности. При дока-
зательстве используем результаты и методы, при-
веденные в [12, 13].

Определение 1. ([22], с. 15) Будем обозначать
через  банахово пространство функций

 с конечной нормой

(6)

таких, что  – непрерывное отображение
.

Обозначим через  множество функций
, удовлетворяющих условиям  = 0,
.

Определение 2. Решением задачи (1)–(3) будем
называть функцию , удовлетворяющую
условию  и интегральному тождеству

(7)

для всех .
Теорема 1. ([18], [19]) Задача (1)–(3) имеет

единственное решение , и для него спра-
ведливо неравенство

(8)
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Следствие 1. Отображение  непре-
рывно из пространства L2(0, 1) × (0,

T) в .
Для получения следующей оценки нам пона-

добится следующий принцип положительности.
Теорема 2. Пусть  – решение задачи (1)–(3) с не-

отрицательными начальной и граничными функция-
ми: , , . Тогда

решение u также неотрицательно: .

Замечание 1. Для функций  и  имеем
, .

Для доказательства этого утверждения делает-
ся замена неизвестной функции, в результате ко-
торой задача (1)–(3) сводится к задаче с краевым
условием третьего рода. Далее требуемый резуль-
тат получается применением модифицированно-
го метода барьерных функций.

С использованием теоремы 2 получена следу-
ющая оценка.

Теорема 3. Пусть , , ;
, , ; ,

. Тогда для решения задачи (1)–(3) имеет
место неравенство

(9)

Следствие 2. Пусть для a, b,  выполнены условия
теоремы 3, , . Тогда для решения задачи
(1)–(3) имеет место неравенство

(10)

Из теоремы 3 следует оценка снизу нормы
управляющей функции через значение функцио-
нала качества.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3.
Тогда имеет место неравенство

(11)

Следствие 3. Пусть для a, b,  выполнены условия
теоремы 3, , . Тогда имеет место нера-
венство

(12)

Теорема 5. Если множество  ограничено, то
для любой  существует единственная
функция , для которой
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АСТАШОВА и др.

Исследуем свойства минимизирующей функ-
ции  как элемента множества .

Теорема 6. Если множество  огра-
ничено, коэффициенты a, b и  в уравнении (1) не за-
висят от t и , то . Для любого
замкнутого выпуклого , такого, что ,
справедливо неравенство .

Одной из важных проблем является проблема
точной управляемости экстремальной задачи.

Определение 3. Будем говорить, что задача (1)–
(3), (5) является точно управляемой из множества 
во множество Z, если для любого  существует
управляющая функция , для которой

(13)

При этом функцию  будем называть точным
управлением.

Следующая теорема утверждает, что множе-
ство Z функций , допускающих точ-
ную управляемость – достаточно “малое” под-
множество .

Теорема 7. Множество  всех функций , T),
допускающих точную управляемость, то есть таких,
что  для некоторой , T), явля-
ется множеством первой категории в , T).

Перейдем теперь к исследованию вопроса о
плотной управляемости.

Определение 4. Будем говорить, что задача (1)–
(3), (5) является плотно управляемой из множества 
во множество Z, если для всех  выполнено ра-
венство

Следующая теорема устанавливает плотную
управляемость задачи (1)–(3), (5) из  в

, T).
Теорема 8. Пусть коэффициенты a, b и  в (1) не

зависят от t. Тогда для любой  справед-
ливо равенство

(14)

Отметим, что доказательство этого результата
основано на применении теоремы Титчмарша о
свертке ([24], гл. 11, теорема 152).

Важным также является вопрос о получении
необходимых условий минимума для . Не-
обходимое условие может быть сформулировано
в терминах сопряженной к (1)–(3), (5) задачи. Так
мы будем называть смешанную задачу для обрат-
но параболического уравнения
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(15)

(16)

(17)

где  – решение (1)–(3).
Определение 5. Решением задачи (15)–(17) бу-

дем называть функцию , удовлетворяю-
щую условию  и интегральному тожде-
ству

(18)

для всех функций , таких, что 
и .

Теорема 9. Задача (15)–(17) имеет единствен-
ное решение  и для него справедливо не-
равенство

(19)

где постоянная C2 не зависит от , ,  и .
Теорема 10. Пусть  – минимизирующая

функция. Тогда для всех управляющих функций
 справедливо следующее неравенство:

(20)

где p – решение задачи (15)–(17) с .
Заметим, что след производной  суще-

ствует в силу теоремы о регулярности решений
параболических краевых задач (см., [23], гл. 3,
пар. 12).

Необходимое условие для минимизирующей
функции можно получить и без использования
сопряженной задачи. Так, если  – мини-
мизирующая функция, то для любой управляю-
щей функции  выполнено следующее нера-
венство

(21)
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ON THE EXTREME CONTROL PROBLEM WITH POINT OBSERVATION 
FOR A PARABOLIC EQUATION

I. V. Astashovaa,c, D. A. Lashind, and A. V. Filinovskiyab

aLomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
bBauman Moscow State Technical University, Moscow, Russian Federation

cPlekhanov Russian University of Economics, Moscow, Russia, Moscow, Russian Federation
dOOO NPF “FITO”, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of RAS V.V. Kozlov

In this paper we consider a control problem with point-wise observation for a one-dimensional parabolic
equation, which arises in a mathematical model of climate control in industrial greenhouses. We study a gen-
eral equation with variable di˙usion coe°cient, convection coe°cient, and depletion potential. For the extre-
mum problem of minimizing the integral weighted quadratic cost functional, we establish the existence and
uniqueness of the minimizing function. We also study exact controllability and dense controllability of the
problem. Necessary conditions for an extremum are obtained, and qualitative properties of the minimizing
function are studied.

Keywords: Parabolic equation, mixed problem, point observation, extremal problem, exact controllability,
dense controllability, necessary condition
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