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Сочетание концепции рандомизации с энтропийными критериями позволяет получать решения в
условиях максимальной неопределенности, что оказывается весьма эффективным в задачах ма-
шинного обучения и обработки данных. Демонстрируется применение этого подхода для энтро-
пийно-рандомизированного оценивания функций на основе данных, рандомизированного “жест-
кого” и “мягкого” машинного обучения, кластеризации объектов, редукции размерности матрицы
данных. Рассматриваются некоторые приложения задачи классификации, прогнозирования элек-
трической нагрузки энергетической системы, рандомизированной кластеризации биологических
объектов.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Обработка данных и машинное обучение яв-

ляются весьма тесно связанными научными и
технологическими направлениями, в рамках кото-
рых получено огромное количество результатов,
опубликованных в огромном количестве статей и
монографий и доложенных на международных
конференциях. Ссылки на наиболее цитируемые
из них будут сделаны в соответствующих разделах
данной работы.

Современная концепция машинного обуче-
ния базируется на моделях с обозначенными па-
раметрами, значения которых оцениваются раз-
личными методами (в основном математической
статистики) с использованием данных с опреде-
ленными, но гипотетическими, свойствами, и со-
ответствующим образом обработанными и фор-
матированными.

Весьма существенная особенность задач ма-
шинного обучения и обработки данных состоит в
том, что их решение происходит при наличии не-
достоверности, неполноты и ошибок в данных, а
также при недостаточности знаний об обучаемом
объекте, которые проявляются в неадекватности
используемых моделей.

Как же преодолеть этот барьер и повысить до-
стоверность, надежность результатов машинного
обучения?!

В данной работе предлагается: во-первых, ис-
пользовать рандомизированные параметризован-
ные модели и оценивать в результате машинного
обучения не значения параметров, а их функции
плотности распределения вероятности (ПРВ); и
во-вторых, использовать не произвольную рандо-
мизацию, а оптимальную, гарантирующую полу-
чение наилучших функций ПРВ при максималь-
ной неопределенности. Последнее свойство фор-
мулируется в терминах условной максимизации
информационной энтропии с учетом имеющихся
реальных данных.

Основу предлагаемых методов составляет эн-
тропийно-рандомизированное оценивание функ-
ций ПРВ, относительно которого рассматриваются
математическая модель, алгоритм и его асимпто-
тическая эффективность. Этот метод оценивания
используется в процедурах “жесткого” и “мягко-
го” рандомизированного машинного обучения и
кластеризации объектов.

Одной из проблем обработки данных является
редукция их размерности. Предлагается для этой
цели использовать энтропийные проекции, кото-
рые реализуюся как в детерминированном, так и
в рандомизированном алгоритме.

Последний раздел работы посвящен приклад-
ным задачам и иллюстративным примерам. Рас-
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смотрены задачи рандомизированной бинарной
классификации с использованием стохастиче-
ских нейронных сетей, прогнозирования суточ-
ной электрической нагрузки энергетической си-
стемы, рандомизированной кластеризации био-
логических объектов.

2. НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬ 
И РАНДОМИЗАЦИЯ

Подавляющее большинство задач машинного
обучения и обработки данных сопровождаются
неопределенностью, проявляющейся в ошибках,
неполноте, пропусках в массивах данных, в не-
адекватности математических моделей исследуе-
мому объекту, в отсутствии надежных знаний о
процессах, происходящих в нем, в непредсказуе-
мости окружающей среды.

Декларирование существования неопределен-
ности влечет за собой попытки ее моделирова-
ние, хотя бы вербальные, а затем и ее измерение.
Со времен Л. Больцмана измерения связывают со
статистической энтропией [1, 2] и впоследствии с
ее информационной интерпретацией [3]. Извест-
ны многочисленные модификации энтропийных
функций, связанные с включением в них некото-
рых особенностей как равновесных состояний мак-
росистем, так и процессов их достижения. Одной
из таких модификаций является энтропия Реньи
[4], которая обобщает энтропийные функции
больцмановского-шеннонского типа [5].

Использование энтропийных функционалов
подразумевает некую вероятностную имитацию
неопределенного события, т.е. неявно принима-
ется стохастическая модель неопределенности.

Если неопределенное событие интерпретирует-
ся как непрерывная переменная, то информацион-
ная энтропия определяется через ее функцию плот-
ности распределения вероятностей :

(2.1)

Если неопределенное событие принадлежит дис-
кретному множеству, то информационная энтро-
пия определяется через вектор p, характеризую-
щий дискретную функцию распределения веро-
ятностей:

(2.2)

Поскольку энтропия есть мера неопределенности,
то ее максимизация при дополнительных условиях
дает наилучшую оценку принятой вероятностной
характеристики при максимальной неопределен-
ности [6–8].

Итак, принимается стохастическая концепция
неопределенности. Естественным воплощением
ее является рандомизированная модель, которая
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представляет собой генератор ансамбля случай-
ных событий, описываемый функциональной ха-
рактеристикой, максимизирующей соответству-
ющий энтропийный функционал.

Рандомизация как метод “погружения” иссле-
дуемого события (объекта) в ансамбль случайных
событий с последующим анализом его числовых
характеристик использовался давно и в разных
прикладных областях. Прежде всего следует ука-
зать на задачи, в которых нужно формировать
представительные выборки, например, в клини-
ческих исследованиях [9], социальных опросах
[10], формировании рейтингов [11] и усреднен-
ных сетевых графиков [12] и др.

Рандомизация оказывается полезной в задачах,
связанных с предсказанием неких событий с ука-
занием вероятности их наступления. При этом ве-
роятность параметризуется, и данные используют-
ся для оценивния указанных параметров [13, 14].
Найденные оценки позволяют вычислить разме-
ры доверительных интервалов. Если эти данные
относятся к конкретному индивиду, то найден-
ные таким способом доверительные интервалы
квалифицируются как индивидуальные [15].

Идеи рандомизации оказались весьма продук-
тивными в задачах, где используются нейронные
сети. При этом нейронная сеть стала рандомизи-
рованной, т.е. содержащей случайные параметры
в слоях, в функциях активации, и в количестве
слоев [16]. Для обучения такой сети применяется
модифицированный алгоритм random forest.

Применение рандомизации при конструиро-
вании алгоритмов оказалось весьма эффектив-
ным для улучшения их вычислительных свойств.
При выполнении некоторых операций запускались
соответствующие случайные механизмы, которые
при последовательном их выполнении приводили к
решению поставленной задачи [17]. Довольно мно-
го работ на эту тему в области автоматического
управления, где многие задачи управления сводят-
ся к выпуклой и не выпуклой оптимизации. При-
менение рандомизированных алгоритмов позво-
ляет найти либо точное их решение, либо реше-
ние с вероятностью [18–20]. И наконец, следует
упомянуть пласт работ по теории игр, где переход
к рандомизированным (смешанным) стратегиям
позволяет получить решение минимаксной зада-
чи [21].

В данной работе делается очередной шаг в на-
правлении расширения области применения
концепции рандомизации. Мы будем синтезиро-
вать рандомизированную модель как математиче-
скую модель со случайными параметрами. В за-
висимости от структуры модели случайные пара-
метры характеризуются либо функциями ПРВ,
либо функциями РВ, которые определяются с
учетом реальных данных и неопределенности пу-
тем максимизации энтропийных функционалов.



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 504  2022

РАНДОМИЗАЦИЯ И ЭНТРОПИЯ 5

Энтропийно-оптимальные функции ПРВ или РВ
сэмплируются, т.е. трансформируются в соответ-
ствующие последовательности случайных чисел,
и генерируется реальный ансамбль выходов ран-
домизированной модели. Применяя стандартные
методы математической статистики, вычисляются
эмпирические числовые характеристики ансамбля:
среднее, дисперсию, доверительные интервалы,
квантили и др. В результате могут обнаружиться не-
ожиданные свойства рандомизированной модели.

Приведем пример. Рассмотрим модель дина-
мического объекта первого порядка.

Решение этого уравнения

В зависимости от знака a траектория либо убыва-
ет, либо возрастает при .

Рассмотрим рандомизированную модель, в
которой параметр a – случайный с функцией
ПРВ

где  – среднее значение и σ2 – дисперсия пара-
метра a.

Рандомизированная модель генерирует ан-
самбль траекторий, средняя траектория в кото-
ром имеет вид:

Отсюда следует, что при  траектория имеет
минимум в точке , что не реализуется в
модели с неслучайным параметром a. Рисунок 1
иллюстрирует описанную ситуацию.

3. ЭНТРОПИЙНО-РАНДОМИЗИРОВАННОЕ 
ОЦЕНИВАНИЕ (ЭРО) ФУНКЦИЙ ПРВ

3.1. Введение

Существующие методы оценивания функций
ПРВ (максимальное правдоподобие, метод мо-
ментов, метод наименьших квадратов и др.) никак
не учитывают неопределенность, сопровождае-
мую эти задачи, и требуют задания формы функ-
ции и ее параметризацию. Кроме того, приходится
принимать весьма обременительные и непрове-
ряемые гипотезы о свойствах данных как выбор-
ки из генеральной совокупности [22, 23].

0
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3.2. Математическая формулировка метода ЭРО
Рассмотрим скалярную аналитическую функ-

цию  с рандомизированными парамет-
рами  интервального типа, т.е.

(3.1)
Вероятностные свойства параметров характери-
зуются функцией плотности распределения веро-
ятностей (ПРВ) , определенной на множе-
стве .

Поскольку параметры рандомизированные, то
и переменная  – рандомизирована и принимает
значения в множестве , размеры которого опре-
деляются функцией  и вероятностными
свойствами параметров.

Пусть имеются r измерений , и
. В результате имеем следующую

систему уравнений:

(3.2)

где вектор-функция  имеет компоненты
.

Вектор  (3.2) – рандомизированный. Рас-
смотрим в качестве его числовых характеристик
r-мерный вектор с компонентами в виде норми-
рованных моментов -й степени:

(3.3)

Заметим, что (3.3) является векторным функцио-
налом от функции ПРВ .
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Измеренные данные в виде вектора , будем
приравнивать векторам нормированных момен-
тов1:

(3.4)
Из этих выражений следует, что совпадение мо-
ментных характеристик ансамбля рандомизиро-
ванных переменных зависит от функции ПРВ .

Таким образом, задача оценивания функции
ПРВ параметров формулируется следующим
образом [25]:

(3.5)

при ограничениях:
– нормировки функций ПРВ

(3.6)

– эмпирических балансов

(3.7)
Задача (3.5)–(3.7) относится к классу ляпунов-

ских [26, 27], которые характеризуются тем, что
функционалы и ограничения интегрального типа
и выпуклые.

3.3. Условия оптимальности
Условия оптимальности в задачах оптимиза-

ции ляпуновского типа формулируются в терми-
нах вещественных множителей Лагранжа. При
этом используются производные Гато интеграль-
ных функционалов [29].

Для задачи (3.5)–(3.7) функционал Лагранжа
имеет вид:

(3.8)

Технике получения условий оптимальности в
терминах производной Гато посвящено Прило-
жение A.

Используя условия оптимальности (1.1), полу-
чим оптимальную функцию ПРВ, параметризо-
ванную множителями Лагранжа :

(3.9)

1 В некоторых задачах энтропийного оценивания, в частно-
сти, в задачах ценообразования активов на финансовом
рынке используются нормированные моменты в качестве
характеристики качества финансовых инструментов [24].
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Из равенств (3.9) видно, что энтропийно-опти-
мальная функция ПРВ параметризована множи-
телями Лагранжа λ, которые определяются реше-
нием уравнений эмпирических балансов:

(3.10)

Решение этих уравнений – неявная функция
 зависит от измеренных данных

, x(r)), по которым строятся ЭРО функции
ПРВ.

Важным частным случаем ЭРО является ба-
лансирование с данными средних характеристик
ансамбля (3.3):

(3.11)

В этом случае в формулах (3.8)–(3.10) s = 1.

3.4. Существование неявной функции 
Рассмотрим балансовые уравнения для сред-

них числовых характеристик ансамбля (3.3):

(3.12)

где вектор-функция , ..., ϕ(xr, θ)}.
Якобиан функции W имеет вид:

(3.13)

где элементы этой матрицы

(3.14)

Теорема 1. Пусть:

• a) функция  непрерывна по совокупно-
сти переменных;

• b) для любых  выполняются
следующие условия

(3.15)

(3.16)

Тогда существует единственная неявная функция
, определенная на .

Доказательство этой теоремы приведено в
Приложении .
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1.
Тогда функция  – аналитическая по сово-
купности перменных.

Доказательство теоремы 2 приведено в Прило-
жении B.

3.5. Асимптотика ЭРО
ЭРО дает энтропийно оптимальную ПРВ (3.10),

(3.11) для наборов данных  объемами r
каждый.

Далее удобнее оперировать функциями ПРВ,
параметризованными экспоненциальными мно-
жителями Лагранжа . Тогда равенство
(3.10) примет следующий вид:

(3.17)

Отсюда видно, что структура функции ПРВ зави-
сит от значений экспоненциальных множителей
Лагранжа z, которые, в свою очередь, зависят от
от коллекции данных .

Определение. Будем называть оценку функции
ПРВ  асимптотически устойчивой, если

(3.18)

где

(3.19)

Рассмотрим уравнения эмпирических балан-
сов (3.12), перейдя в них к экспоненциальным
множителям Лагранжа:

(3.20)

В предыдущем разделе было показано, что урав-
нения (3.12) определяют неявную аналитическую
функцию .

В силу связи множителей и экспоненциальных
множителей Лагранжа уравнения (3.20) опреде-
ляют неявную аналитическую функцию z = ,
y(r)) для .

Дифференцируем левую и правую часть этих
уравнений по  и . Получим следующие урав-
нения:

λ ( ) ( )( , )r ry x
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r
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r
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P
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θ
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j
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t

r
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j t t
j

z x y d

t r

z x y

x y

θ
( )( ), )r rx y

( )rz x
∈ ×( )( , )r r r rR Rx y

( )rx ( )ry

(3.21)

Все матрицы в этих уравнениях квадратные, раз-
мера (r × r).

Переходя к нормам, получим следующие нера-
венства:

(3.22)

В оба эти неравенства входит норма обратной

матрицы .

Лемма 1. Пусть квадратная матрица A – невы-
рождена, т.е. . Тогда существует кон-
станта α > 1, такая, что

(3.23)

Доказательство леммы 1 приведено в Приложе-
нии C.

Применим неравенство (3.23) к норме обрат-

ной матрицы . Получим следующее нера-

венство:

(3.24)

В этих неравенствах (см. [28])

(3.25)

Лемма 2. Пусть

(3.26)

Тогда оценка функции ПРВ  асимптотиче-
ски устойчива в смысле (3.18), (3.19)

Доказательство леммы 2 приведено в Прило-
жении D.

4. РАНДОМИЗИРОВАННОЕ МАШИННОЕ 
ОБУЧЕНИЕ (РМО)

4.1. Введение
Машинное обучение является одним из трен-

довых направлений современной науки и техно-
логий. Количество публикаций, посвященных
машинному обучению, превышает десятки тысяч
и продолжает расти. Основное их количество свя-
зано с разнообразными приложениями, особен-
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ности которых порождают и новые задачи иссле-
довательского характера [32, 34–36]. Несмотря на
разнообразие работ по машинному обучению, их
фундаментальная основа строится на методах ма-
тематической статистики, а точнее, на методах
оценивания вещественных параметров моделей.

Рандомизированное машинное обучение ис-
пользует принципиально иной подход, связанный
с оцениванием функций плотности распределения
вероятностей с неизвестной структурой и парамет-
рами. Развиваются методы оценивания функций
ПРВ, основанные на условной (с учетом имею-
щихся данных) максимизации энтропии [37].

4.2. Постановка задачи
Рассмотрим РМО-процедуру применительно

к задаче восстановления зависимостей. Предпо-
лагается, что имеются данные о входе 
и выходе  объекта на временном ин-
тервале , где . На интервале на-
блюдения формируются блочные векторы вход-
ных и выходных данных:

(4.1)

размерности  и  соответственно.
Они сопровождаются случайными и независи-

мыми измерительными шумами (ошибками) с за-
данными областями их значений (интервалами):

(4.2)

Измерительные шумы на интервале  будем так
же характеризовать соответствующими блочны-
ми векторами:

(4.3)

Согласно (4.2) области значений этих векторов
имеют вид:

(4.4)

Наблюдаемые входные  и выходные данные
v[k] предположительно аддитивно связаны с из-
мерительными шумами:

(4.5)

где  – выход рандомизированной модели ис-
следуемого объекта:

(4.6)

∈( )[ ]r nk Rx
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где: ,  – вектор рандомизированных
параметров интервального типа:

(4.7)

На интервале наблюдения  будем иметь:

(4.8)

где

(4.9)

Поскольку параметры и измерительные ошиб-
ки являются случайными объектами, введем для
их характеризации

• совместную функцию ПРВ , опреде-
ленную на множестве

(4.10)

где множество  определено в (4.4);
• функцию ПРВ Q(K), определенную на мно-

жестве  (4.4).
Таким образом, используя наборы реальных

данных  и , определить функции ПРВ ,
E) и Q(K).

4.3. Алгоритм “жесткого” РМО для 
восстановления функций ПРВ параметров и шумов

Алгоритм РМО для случая 1-моментных эмпи-
рических балансов (“жесткое” РМО) имеет вид:

(4.11)

при ограничениях:
– нормировки функций ПРВ

(4.12)

– эмпирических балансов 1-й степени

(4.13)

где  – знак покоординатного умножения векто-
ров.

Применяя технику формирования условий оп-
тимальности с помощью производных Гато (см.
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Приложение B), получим следующие выражения
для энтропийно-оптимальных функций ПРВ па-
раметров и измерительных шумов, параметризо-
ванных множителями Лагранжа  и зависящих
от входных  и выходных  данных:

(4.14)

где векторы

(4.15)

В этих равенствах  – вектор с компонента-
ми .

Множители Лагранжа  определяются следу-
ющими уравнениями:

(4.16)

где

(4.17)

Из приведенных выражений следует, что
оценки функций ПРВ параметров и измеритель-
ных шумов, соответствующие максимальной (в
единицах информационной энтропии) неопреде-
ленности, зависят не только от имеющихся дан-
ных о входе и выходе исследуемого объекта, но и
от модели объекта. Причем в общем случае нели-
нейной модели вероятностные свойства рандо-
мизированных параметров и измерительных шу-
мов на входе характеризуются оптимальной
оценкой совместной функции ПРВ. Последнее
свидетельствует о связи вероятностных свойств
энтропийно-рандомизированных параметров и
входных измерительных шумов.

Если предполагается, что входные данные из-
меряются точно, т.е. , процедура формиро-
вания оценок функций ПРВ упрощается. В этом
случае имеем:

(4.18)

В принятых выше обозначениях функции ПРВ
параметров и шумов приобретают следующий
вид:
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(4.19)
где векторы

(4.20)

Множители Лагранжа определяются из урав-
нения (4.16), где

(4.21)

4.4. Алгоритм “мягкого” РМО
для восстановления функций ПРВ

В некоторых задачах РМО не требуется строгое
выполнение балансов между числовыми характе-
ристиками ансамбля выхода модели и данными.
Учитывая (4.5), (4.6), воспользуемся евклидовым
расстоянием между наблюдаемым выходом моде-
ли и данными в виде:

(4.22)

Из этих равенств следует, что верхняя граница
расстояния  является функцией случайных па-
раметров a и измерительных шумов E, K.

Определим функционал , являющийся сред-
ним функции :

(4.23)

Алгоритм “мягкого” РМО имеет вид:

(4.24)

при ограничениях нормировки ПРВ:

(4.25)
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Задача оптимизации (4.24), (4.25) также ляпунов-
ского типа, и ее решение имеет вид:

(4.26)

где нормировочные константы

(4.27)

Алгоритм “мягкого” РМО позволяет получать
аналитические выражения для энтропийно-оп-
тимальных ПРВ параметров и шумов, не требую-
щие решения балансовых уравнений. Из (4.26)
следует, что эти ПРВ экспоненциального класса,
но их морфология определяется не только струк-
турой математической модели, но и принятыми
векторными нормами.

5. КЛАСТЕРИЗАЦИЯ ОБЪЕКТОВ
НА ОСНОВЕ ЭРО

Метод энтропийно-рандомизированного оце-
нивания, изложенный в первом разделе, позволя-
ет восстанавливать функции ПРВ случайных па-
раметров. До сих пор рассматривались непрерыв-
но-дифференцируемые функции ПРВ. Однако
существует класс задач, где присутствуют дискрет-
ные рандомизированные объекты. Ансамбли таких
объектов характеризуются дискретными функция-
ми распределения вероятностей, значения которых
принадлежат интервалу [0, 1], или дискретными
функциональными формами распределения веро-
ятностей, значения которых принадлежат неот-
рицательному интервалу . Одними из тако-
вых являются задачи кластеризации.

5.1. Введение
Кластеризация объектов различной природы

является одним из направлений машинного обу-
чения, в котором метки учителя заменяются ка-
кими-то внутренними характеристиками объек-
тов или внешними характеристиками кластеров.
К внутренним относятся расстояния между объ-
ектами внутри кластера [50, 51], характристики
сходства объектов [52], а к внешним – расстояния
между кластерами [53]. Как математическая зада-
ча, кластеризация не имеет универсальной форму-
лировки, и поэтому алгоритмы кластеризиции но-
сят, как правило, эвристический характер [54, 55].

Весьма развитое направление связано с класте-
ризацией больших массивов текстов. Ему обычно
предшествуют процедуры выявления скрытых при-
знаков, основанные на латентном семантическом
анализе [56], которые затем используются для
кластеризации [57, 58].

−

−

+
−

�

�

W

Q

1 ( )
1

1 ( )
2

*( , ) = exp( ( ( | )),

*( ) = exp( ( )),

r

r

W

Q

a E F X E a

K K Y

×

+ ⊗ ⊗

− ⊗




0 %

_

�

�

W

Q

( )
1

( )
2

= exp( ( ( | )) ,

= exp( ( )) .

r

r

d d

d

F X E a a E

K Y K

∞[0, )

Большинство алгоритмов кластеризации ис-
пользуют расстояние между объектами, измеряе-
мое в принятой метрике, и переборные алгорит-
мы с эвристическим управлением [59]. Результа-
ты кластеризации существенно зависят от
принятой метрики. Поэтому числовая оценка ка-
чества кластеризации оказывается весьма важной
[60–62].

Предлагаемый метод кластеризации основан
на рандомизированном представлении ансамбля
возможных кластеров, характеризуемым функ-
цией распределения вероятностей.

5.2. Принцип рандомизированной кластеризации

Рассмотрим n объектов, состояние каждого ха-
рактеризуется вектором . В указанном
пространстве множество объектов отображается
в облако из  точек. Пусть, для начала, это множе-
ство точек нужно разделить на два подмножества –
кластера  и  с заданными объемами (коли-
чеством объектов) s и .

Поскольку количество объектов конечно и
объем кластера  задан, то формально можно
образовать конечное количество кластеров типа

 объемом s, но с различным составом объектов.
Отбор объектов в кластеры будем производить
случайным образом и независимо друг от друга.
Количество таких кластеров равно числу сочета-

ний , но состав их образован слу-

чайным механизмом. Из оставшихся объектов
образуются кластеры типа .

Таким образом, сформирован ансамбль рандо-
мизированных кластеров , объема , который
характеризуется пока неизвестной дискретной
функцией распределения вероятностей p(k, s), где

 – номер конкретного кластера в ан-
самбле;  – номера объектов, входящих в
k-кластер.

Для определения функции p(k, s) воспользуемся
методом энтропийно-рандомизированного оцени-
вания (ЕРО). Согласно этому методу свойства оп-
тимальности функции p(k, s) характеризуются мак-
симумом информационной энтропии при условии,
что принятый средний показатель качества ансам-
бля кластеров принимает заданное значение.

Тогда наиболее вероятный кластер в ансамбле
определяется максимумом функции p*(k*, s) =
= . Поскольку информационная эн-
тропия определяется функцией распределения
вероятностей, то вычисляется ее значение 
для , и определяется .
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5.3. Числовая характеристика множества 
объектов

Рассмотрим множество из  объектов, каждый
из которых характеризуеся вектором 
из пространства . Математическим образом
совокупности объектов является блочный вектор
следующего вида:

(5.1)

Определим расстояние между его компонентами –
векторами  в виде:

(5.2)

где  – норма в пространстве Rm. Сформиру-
ем матрицу расстояний

(5.3)

Определим в качестве числовой характеристики
вектора  среднее значение элементов матри-
цы расстояний , которое будем обозначать

 и называть индикатором вектора :

(5.4)

Важной характеристикой вектора  являют-
ся минимальный и максимальный элементы мат-
рицы расстояний :

(5.5)

Заметим, что элементы матриц расстояний фор-
мируемых кластеров должны принадлежать ин-
тервалу

(5.6)

5.4. Алгоритм рандомизированной бинарной 
кластеризации

Задача бинарной кластеризации состоит в рас-
пределении n объектов по двум кластерам ,

 с объемами s* и  объектов соответ-
ственно:

n
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(5.7)

1.  – задано. При каждом фиксированном
объеме кластера, т.е. значении , процедура его
формирования состоит в выделении в векторе

 подвектора

(5.8)

размера .

Если подвектор  выделен, то оставшиеся

компоненты образуют подвектор ,
а совокупность номеров оставшихся компонент
образуют кластер .

Согласно принципу рандомизированной бинар-
ной кластеризации вектор  объявляется случай-
ным. Перенумеруем набор

(5.9)
Таким образом, в результате рандомизации гене-
рируется конечный ансамбль случайных векто-
ров:

(5.10)
Поскольку векторы в этом ансамбле случайные,
то существуют вероятности реализации элемен-
тов этого ансамбля, т.е. функция распределения
вероятностей , где  – объем кластера, а k –
номер его реализации:

(5.11)
Итак, задача рандомизированной бинарной

кластеризации сводится к определению подходя-
щей в каком-то смысле функции дискретного
распределения вероятностей .

Рассмотрим кластер  объемом  и соответ-
ствующий ему блочный вектор:

(5.12)

и матрицу расстояний:

(5.13)
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ПОПКОВ

Воспользуемся понятием индикатора матрицы
(5.4) и определим его для кластера  в виде:

(5.14)

Поскольку векторы  предполагаются случай-
ными объектами, на их ансамбле существует
функция распределения . Определим сред-
ний индикатор в виде:

(5.15)

Сформулируем алгоритм бинарной кластеризации
при фиксированном значении  в следующем
виде:

– максимизация энтропийного функционала
Больцмана-Шеннона:

(5.16)

– при ограничениях:

(5.17)

(5.18)

где нижняя  и верхняя  границы зна-
чений элементов матрицы расстояний для исход-
ного вектора определены в (5.6), и индикатор

 определен равенством (5.14).

Задача (5.16)–(5.18) является конечно-мерной.
Ограничения (5.17) можно опустить, если в каче-
стве целевого функционала использовать энтро-
пию Ферми [49]. После преобразований будем
иметь следующую конечно-мерную задачу энтро-
пийно-линейного программирования [64]:

(5.19)

Функция Лагранжа имеет вид:
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Согласно теоремы Куна–Таккера [65], условия
оптимальности имеют вид:

Первая группа условий аналитически разрешима
относительно компонент вектора :

(5.21)

Вторая группа условий преобразуется в следую-
щие неравенства:

(5.22)

Третья группа условий сводится к следующим
уравнениям:

(5.23)

Для определения неотрицательного решения ука-
занных уравнений можно применить мультипли-
кативный алгоритм следующего вида [49]:

(5.24)

Здесь  – параметр, выбираемый из условий
-сходимости итерационного процесса (5.24).
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Алгоритм (5.24) называется -сходящимся, ес-
ли в пространстве  существует множество  и
скаляры  и γ такие, что для всех  и

 он сходится к решению  урав-
нения (5.23), причем сходимость в окрестности

 – линейная.

Теорема 3. Алгоритм (5.24) -сходится к реше-
нию задачи (5.24).

Доказательство приведено в Приложении Е.
Таким образом, определена функция распре-

деления вероятностей

(5.25)

Естественно предположить, что, согласно об-
щему принципу статистической механики, реа-
лизуемый кластер (при фиксированном объеме )
соответствует максимуму функции распределе-
ния вероятностей, т.е.

(5.26)

2. . Рассмотрим случай, когда объем
кластера не задан, т.е , которое принимает
значения в интервале . При этом образу-
ется последовательность максимальных значе-
ний информационной энтропии

(5.27)

Оптимальное значение объема кластера опреде-
ляется максимальным элементом в этой последо-
вательности:

(5.28)

6. ЭНТРОПИЙНЫЕ ПРОЕКЦИИ
ДЛЯ РЕДУКЦИИ РАЗМЕРНОСТИ

МАТРИЦЫ ДАННЫХ

Во многих прикладных задачах обработки дан-
ных последние форматируются в виде прямо-
угольных матриц . Без ограничения общно-
сти будем считать m – количество объектов (пре-
цендентов), s – количество признаков.

По разным причинам возникает необходимость
“сжать” матрицу данных, т.е. трансформировать ее
в матрицу, размерности  или , ,

.
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Данная проблема вложена в более общую:
приближение заданного набора многомерных то-
чек маломерным аффинным многообразием [38].
Здесь следует отметить метод главных компонент
(МГК) [39] и его робастные версии [40], а так же
метод случайных проекций [41, 42].

В [43] был предложен энтропийный метод од-
номерного (столбцы или строки) детерминиро-
ванного сжатия матрицы данных (EDR-метод),
основанный на “прямом” и “обратном” проекти-
ровании. Матрицы-проекторы определяются пу-
тем минимизации кросс-энтропийного функци-
онала.

Здесь EDR-метод развивается для параллельно-
го сжатия матрицы данных с учетом их информа-
ционной емкости, реализуемого на базе условных
энтропийных проекций с детерминированными и
рандомизированными матрицами-проекторами.
В последнем случае применяется принцип сохра-
нения среднего расстояния между многомерны-
ми и маломерными точками в соответствующих
пространствах.

6.1. Параллельное детерминированное 
проектирование с ограничениями информационной 

емкости (расширенный EDR-метод)

Параллельная реализация процедуры “прямо-
го” и “обратного” проектирования, примененная
к матрице данных , приводит к следую-
щей цепочке матричных равенств:

• “прямая” проекция

(6.1)

• “обратная” проекция

(6.2)

Матрицы-проекторы  – неотрицатель-
ные. Равенства (6.1) преобразуют матрицу  в
“сжатую” матрицу , где n < m, r < s. Равенство
(6.2) преобразует матрицу  в матрицу 
той же размерности, что и исходная матрица дан-
ных .

Из равенств (6.1)–(6.2) имеем:

(6.3)

Скобки в этом равенстве указывают на последова-
тельность операций проектирования: .

Элементы матрицы-проекции  имеют вид:

(6.4)

Элементы матрицы  имеют вид:

×( ) > 0m sU

× × × × × ×( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= , = ,m s s r m r n m m r n rU Q Y B Y Z

× × × × × ×( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= , = .n r r s n s m n n s m sZ W D E D X

, , ,Q B W E
×( )m sU

×( )n rZ
×( )n rZ ×m sX

×( )m sU

( )[ ]{ }× × × × × ×( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= > 0.m s m n n m m s s r r sX E B U Q W

• → • → •( ) [ ] { }

×( )n sZ

μ ν μ β β α α ν
β α

μ ν , , , ,
=1 =1

= , = 1, , = 1, .
m r

z b u q n r

×( )m sX
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(6.5)

Для измерения отклонения преобразованной мат-
рицы  от исходной  воспользуемся ин-
формационной кросс-энтропией [44]

(6.6)

где

(6.7)

С учетом равенства (6.5) не трудно видеть, что ин-
формационная кросс-энтропия (6.6) есть скаляр-
ная функция от матрицы данных U > 0 и матриц-
проекторов , т.е.

(6.8)
Важным показателем качества процедуры ре-

дукции является оптимальное снижение инфор-
мационной емкости редуцированной матрицы

 по сравнению с информационной емкостью
исходной матрицы данных  [45].

Информационная емкость измеряется в энтро-
пийных терминах:

(6.9)

Различие в указанных информационных емко-
стях будем характеризовать квадратичным функ-
ционалом

(6.10)

где

(6.11)

Образуем обобщенный функционал

(6.12)
и оптимальные значения неотрицательных эле-
ментов матриц-проекторов будем определять,
минимизируя функционал :

(6.13)
Замечание. В задаче (6.13) условие близости

информационных емкостей матрицы данных и

μ ν μ β β α α ν
μ ν β α
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редуцированной матрицы может быть реализова-
но в виду соответствующего ограничения. Тогда
оптимальные значения неотрицательных элемен-
тов матриц-проекторов определяются решением
следующей задачи:

(6.14)

Допустимый уровень снижения информацион-
ной емкости редуцированной матрицы регулиру-
ется параметром δ.

Алгоритм параллельной редукции. Задача (6.13)
является задачей минимизации функционала на
неотрицательном ортанте. Для ее решения при-
меним метод проекций градиента, предваритель-
но осуществив векторизацию соответствующих
матриц [46].

Введем блочные векторы  и ,
каждый размерности

где векторы q, b являются результатами вектори-
зации матриц Q, B, а векторы w, e являются ре-
зультатами векторизации матриц  соответ-
ственно.

Представим (6.13) в следующем виде:

(6.15)

Здесь приняты следующие обозначения :
• вектор u – результат векторизации матрицы

данных U, размерности (ms); и вектор x, размер-
ности (ms), с компонентами (6.5);

• вектор y, размерности (ms) с компонентами

(6.16)

• вектор g, размерности (nr) с компонентами

(6.17)
В параллельной процедуре вектор v объединя-

ет элементы матриц Q, B, с помощью которых
производится “сжатие” матрицы данных по од-
ному измерению. В вектор c входят элементы
матриц W, E, с помощью которых производится
“сжатие” по второму измерению. Такое разделе-
ние векторов удобно для применения по-коорди-
натного алгоритма.

Итерационный шаг по-координатной схемы
метода проекций градиента состоит из двух по-
следовательно реализуемых этапов: на одном осу-
ществляется итерация по v-проекциям градиента,

{
}
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а на другом – по -проекциям градиента функци-
онала . Обозначим градиенты по этим
векторам:

(6.18)

Для численного решения этой задачи применим
по-координатную схему метода проекций гради-
ента. Алгоритм минимизации функционала 
имеет следующий вид:

a) начальный шаг

б) i-й итерационный шаг

в) условие остановки

6.2. Энтропийно-рандомизированные проекции 
(REDR-метод)

Рандомизированное проектирование с целью
снижения размерности исходной матрицы дан-
ных основано на существовании линейного пре-
образования, мало меняющего среднее расстоя-
ние между точками исходного и редуцированного
пространств (лемма Джонсона-Линденштраусса
[66, 67].

Рассмотрим снова матрицу данных .
В пространстве Rs ее отображает множество точек

. Определим, как это производи-
лось в разделе 5, индикатор этой группы (матри-
цы-данных) в виде:

(6.19)

c
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Матрицу данных  трансформируем в ре-
дуцированную матрицу , n < m, r < s с помо-
щью случайных, интервальных левых  и пра-
вых  матриц-проекторов:

(6.20)

Вероятностные свойства матриц проекторов ха-
рактеризуются совместной функцией ПРВ 
(ПРВ), которая определена на носителе :

(6.21)
Элементы редуцированной матрицы Z имеют вид:

(6.22)

По аналогии с (6.19) определим индикатор реду-
цированной матрицы  в виде:

(6.23)

Поскольку элементы матриц-проекторов – слу-
чайные, индикатор  является функци-
ей случайных переменных. Его математическое
ожидание

(6.24)

Для определения функции ПРВ  будем
использовать оценку максимальной энтропии
(см. раздел 1):

(6.25)

при ограничениях:

(6.26)

Задача (6.25)–(6.26) относится к классу ляпу-
новских задач [48], для которых условия опти-
мальности формулируются в терминах стацио-
нарности функционала Лагранжа

(6.27)

где λ – скалярный множитель Лагранжа.
Получим энтропийно-оптимальную ПРВ
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(6.28)

где

(6.29)

Множитель Лагранжа λ определяется из следую-
щего уравнения:

(6.30)

Таким образом, энтропийно-оптимальная функ-
ция ПРВ  (6.28) позволяет, путем ее сэм-
плирования, генерировать матрицы-проекторы
Q, B, сохраняющие “в среднем” расстояние меж-
ду точками (векторами ) редуцированной мат-
рицы .

6.3. Рандомизированные матрицы-проекторы 
с заданными значениями элементов

Рассмотрим матрицу данных , которую
нужно “сжать” по переменной s до размера r:

(6.31)

Матрица  и имеет нормированные эле-
менты ( ). Определим индикатор редуци-
рованной матрицы  в виде:

(6.32)

Рассмотрим случай, когда элементы матрицы
 могут принимать значения 0 или 1, и разме-

щение их в матрице – случайное. Количество раз-
личных матриц такого типа равно :

(6.33)

Полагая, что реализации – случайные, их вероят-
ностные свойства будем характеризовать дис-
кретной функцией распределения вероятностей
(ДРВ)

(6.34)

Математическое ожидание индикатора (6.32)

(6.35)

Функцию ДРВ W(a) будем искать в классе функ-
ций, максимизирующих функцию информаци-
онной энтропии Ферми [49]:
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(6.36)

при ограничении математического ожидания ин-
дикатора (6.32):

(6.37)

Задача (6.36)–(6.37) является конечно-мерной за-
дачей максимизации с вогнутой целевой функци-
ей и нелинейным ограничением.

Рассмотрим функцию Лагранжа

(6.38)

Условия стационарности этой функции имеют
вид:

(6.39)

Отсюда получаем, что энтропийно-оптимальное
распределение вероятностей имеет вид:

(6.40)

где параметр λ определяется из следующего урав-
нения:

(6.41)

Таким образом, равенство (6.40) определяет рас-
пределение вероятностей матриц-проекторов с
элементами {0, 1}. Имеет смысл выбрать матрицу-
проектор

(6.42)

хотя возможны и другие стратегии.

7. ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ
И ИЛЛЮСТРАТИВНЫЕ ПРИМЕРЫ

7.1. Рандомизированная бинарная классификация
Проблема классификации объектов является

весьма актуальной в современной теоретической
и прикладной науке. При рандомизированной
бинарной классификации (РБК) применяется
модель решающего правила со случайными пара-
метрами, оценки функции ПРВ которых опреде-
ляются путем ЭРО-оценивания (см. раздел 3) с
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учетом обучающих последовательностей данных.
Принципиальное отличие РБК от существующих
процедур состоит в генерации эмпирической
функции принадлежности классам обученной на
реальных данных.

7.1.1. Процедура РБК
1. Структура обучающих данных. Пусть имеется

обучающая коллекция из  объектов, характери-
зуемых векторами  из признакового
пространства  и вектором-ответов , ..., 1}.
Этот вектор размерности n, и его компоненты 0 и
1 являются метками принадлежности объекта
классу 1 (“1”), или классу 2 (“0”).

2. Модель решающего правила. Используем од-
нослойную нейронную сеть с сигмоидной функ-
цией активации [63]:

(7.1)

где

(7.2)

На рис. 2 показан график сигмоидной функции с
параметрами “крутизны” α и “порога” . Значе-

ния функции  в интервале  соответ-

ствуют первому классу, и значения в интервале

 – второму классу.

В рандомизированной модели (7.1), (7.2) пара-
метры  – интервального типа:

(7.3)

Их вероятностные свойства характеризуются PDF
, которая определена на множестве .

Итак, алгоритм рандомизированной бинарной
классификации представляется в следующем виде:
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(7.7)

где  определяется равенством (7.1), и

(7.8)

Множители Лагранжа определяются из урав-
нений (7.6).

3. Реализация рандомизированной бинарной клас-
сификации. Рассмотрим коллекцию из M объектов,
характеризуемых векторами t(i),  и подле-
жащих бинарной классификации. Воспользуемся
найденной энтропийно-оптимальной функцией
ПРВ  модели решающего правила (7.1) для
определения эмпирических вероятностей при-
надлежности объекта k классу 1 или 2. Обозначим
эти вероятности  и  соответственно, k = .

Функция ПРВ  сэмплируется, т.е. генери-
руется модифицированным методом Монте-Кар-
ло соответствующая последовательность случай-
ных векторов-параметров модели , где
N – количество МК-испытаний. Пусть в резуль-
тате этих испытаний оказалось, что первый объ-
ект N1 раз был отнесен к первому классу и 
раз – ко второму; …., k-й объект  раз отнесен к
первому классу и  раз – ко второму классу,
и т.д. При достаточно большом числе испытаний
определяются эмпирические вероятности при-
надлежности

которые являются результатом рандомизирован-
ной бинарной классификации.

Если требуется “жесткий” вариант классифи-
кации, то необходимо задать порог δ вероятно-
сти, и считать объекты, вероятность принадлеж-
ности которых превышает порог, относящимися
к соответствующему классу. В результате “жест-
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кой” классификации возникает вектор ,
..., 1}, номер компоненты которого соответствует
номеру объекта, а 0 или 1 отображает принадлеж-
ность его классу 1 или 2.

Далее мы воспользуемся этим вектором для
оценки точности “жесткой” классификации, вы-
полненной рандомизированной бинарной про-
цедурой.

7.1.2. Модельные примеры
1. Рандомизированная классификация четырех-

мерных объектов. Рассмотрим объекты, характе-
ризуемые 4 признаками.

1.1. Обучение. Обучающая коллекция состоит
из трех объектов, значения признаков которых
показаны в табл. 1.

= {0,1,1u

Рандомизированная модель решающего пра-
вила (7.1), (7.2) имеет параметры:  и .
Выход модели  (  соот-
ветствует классу 2,  соответствует классу 1).

Множители Лагранжа для энтропийно-опти-
мальной PDF (7.7) имеют следующие значения:

; 1.6563}. Параметры ,
10], . Энтропийно-оптимальная для дан-
ной обучающей коллекции функция PDF имеет
вид:

(7.9)

На рис. 3 показано двумерное сечение PDF P*(a,
.
1.2. Реализация. На этом этапе используется

коллекция из r модельных объектов, где каждый
объект характеризуется вектором . Гене-
рируется массив (500 × 4) четырехмерных случай-
ных, независимых векторов  с незави-
симыми компонентами, равномерно распреде-
ленными в интервалах [0, 1]. Далее применяется
процедура рандомизированной бинарной клас-
сификации. На рис. 4 показаны эмпирические
вероятности  принадлежности ti-объекта
классу 1 и 2.

2. Рандомизированная классификация двумер-
ных объектов. Рассмотрим объекты, характеризу-
емые 2 признаками.

α = 1,0 Δ = 0
ˆ = {0,18; 0,81; 0,43}y < 0,5iy

≥ 0,5iy
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= 1,4j

−

 
− θ 
 θ

θ

  
+ −  

  





3

3

=1

( 1)4
( )

=1

exp ( )
*( , ) = ,

( )

( ) = 1 exp , .

i i
i

i
i k k

k

y

P

y e a

a

a

a

θ*)

∈( ) (4)j Rt

( ), = 1,500i it

( ) ( )
1 2,i ip p

Таблица 1

i

1 0.11 0.75 0.08 0.21
2 0.91 0.65 0.11 0.81
3 0.57 0.17 0.31 0.91
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2
ie ( )

3
ie ( )

4
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Рис. 3. Двумерное сечение PDF .

0 �10�10

2

�5�5

4

0

6

0
a2 a1

8

a3 = 0.5   a4 = 0.5   � = {3.2807, �3.5127, 1.6373} 

W(a )�

55
10

θ*( , *)P a

Таблица 2. Матрица данных

№ Вид № Вид № Вид

1 4.5 1.5 2 8 3.9 1.4 2
2 4.6 1.5 2 9 4.5 1.3 2 15 1.4 0.2 1
3 4.7 1.4 2 10 4.6 1.3 2 16 1.5 0.2 1
4 1.7 0.4 1 11 1.4 0.2 1 17 1.5 0.1 1
5 1.3 0.2 1 12 4.7 1.6 2 18 4.9 1.5 2
6 1.4 0.3 1 13 4.0 1.3 2 19 3.3 1.0 2
7 1.5 0.2 1 14 1.4 0.2 1 20 1.4 0.2 1

1x 2x 1x 2x 1x 2x
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2.1. Обучение. Обучающая коллекция состоит
из трех объектов, каждый из которых описывает-
ся двумя признаками, значения которых показа-
ны в табл. 2. Значения параметров  и интерва-
лов для случайных параметров a соответствуют
примеру 1. Множители Лагранжа для энтропий-
но-оптимальной PDF (7.7) имеют следующие зна-
чения: ; 16.7502}. Энтропий-
но-оптимальная для данной обучающей коллек-
ции функция  имеет вид:

(7.10)

α Δ,

θ −* = {9.6316; 18.5996

θ*( | )P a

−

 
− θ 
 

θ

  
+ −  

  





3

3
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y e i a

a
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На рис. 5 показана функция .
2.2. Реализация. Все параметры этого примера

соответствуют примеру 2. На рис. 6 показаны эм-
пирические вероятности  принадлежности
ti-го объекта классу 1 и 2 ( ).

7.2. Рандомизированная кластеризация 
биологичеких объектов

Рассмотрим бинарную кластеризацию цветков
ириса, используя базу Fisheriris (цветки ириса:
ширина  и длина  лепестков). База содержит
данные по указанным признакам трех видов цвет-
ков: “setosa” (1), “versicolor” (2), “virginica” (3), в ко-
личестве 50-ти двумерных точек на каждый вид.
Далее будем рассматривать два вида (1, 2) и по
10 данным на каждый вид. В иллюстративных
примерах удобнее представлять характеристики
цветков в матричном виде.

Пример 1
Матрица данных содержит числовые значения

двух признаков для 1-го и 2-го видов и представ-
лена в табл. 2.

На рис. 7 показано расположение объектов-
точек на плоскости.

Матрица расстояний  показана в табл. 3, 4.
Минимальный и максимальный элементы:

(7.11)

Ансамбль возможных кластеров имеет объем
 = 184786. Кластер с номером ,

i2 = 2, i3 = 3, i4 = 4, i5 = 5, i6 = 6, , i9 = 15,

θ*( , *)P a

( ) ( )
1 2,i ip p
= 1,500i

1x 2x

×(20 20)D

× ×(20 20) (20 20)inf( ) = 0, sup( ) = 3.73.D D

(10)K 1= 256, = 1k i
7 8= 7, = 14i i

Рис. 4. Эмпирические вероятности принадлежности
классам.
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i10 = 20. Матрица расстояний  приведена в
табл. 5.

Индикатор матрицы , соответствующей

кластеру ,

(7.12)

Значения индикаторов для кластеров от k = 1
до  показаны на рис. 8.

Энтропийно-оптимальная функция распреде-
ления вероятностей для s = 10 имеет вид:

(7.13)

(256)
(10)D

(256)
(10)X

_
(256)
(10)

(256)
(10)dis( ) = 1.5021.X

= 184786k

−λ
+ −λ

λ

( )
(10)

( )
(10)

exp( *dis( ))
*( |10) = ,

1 exp( *dis( ))
* = 12.1153.

k

k

X
p k

X

Кластер  с максимальной вероятностью
имеет номер

(7.14)

Кластер  образует следующие объекты-точ-
ки: .

Расположение кластеров  и  показано на
рис. 9.

Сравнивая с рис. 7, видно, что совпадение
10/10, т.е. ошибка кластеризации равна нулю.

Пример 2
Рассмотрим другую матрицу данных из той же

базы. Расположение объектов-точек показано на
рис. 10.

Построим матрицу расстояний  и опре-
делим минимальны и максимальный элементы:

(7.15)

Ансамбль возможных кластеров имеет объем
. Значения индикаторов для кла-

стеров от k = 1 до  показаны на рис. 11.
Энтропийно-оптимальная функция распреде-

ления вероятностей для s = 10 имеет вид:

(7.16)

Кластер  с максимальной вероятностью имеет
номер

_1

_

_

1

1

* = 166922,
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dis = 0.1354.
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Рис. 6. Вероятности принадлежности классам.
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(7.17)

Его образуют следующие объекты-точки: 5, 6, 7,
, 16, 17, 20. Кластер  образуют следу-

ющие объекты-точки: .
Расположение кластеров  и  показано на

рис. 12. Сравнивая с рис. 7, видно, что совпадение
8/10.

ПРИЛОЖЕНИЕ A: 

УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ
В ЛЯПУНОВСКИХ ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ

Функция  – непрерывно-дифференцируе-
мая, т.е. принадлежит классу C1 [29]. Выберем в
этом классе произвольную функцию  и пред-
ставим ее в виде:

где функция  является решением задачи
(3.5)–(3.7), и  – вещественный параметр.

Подставим указанное выше представление
функции ПРВ в (3.8). Полагая, что все функции
из класса C1 – фиксированы, получим, что функ-
ционал Лагранжа зависит от параметра . Тогда
условия стационарности функционала (3.8) в тер-
минах производной Гато приобретают следую-
щий вид:

В результате получаем следующее интегральное
уравнение:

где

где вектор-функция  определена в (3.2).
Интегральное уравнение выполняется при лю-

бых функциях  из C1, если

(1.1)

ПРИЛОЖЕНИЕ B: ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ТЕОРЕМ 1, 2

Доказательство теоремы 1. В силу условия а)
функция , непрерывная по совокуп-

ности переменных, порождает в  вектор-
ное поле 

=1

1

* = 177 570,
{5,6,7,8,11,14,15,16,17,20},

dis = 0.4420.

k
_

_
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Таблица 3. Матрица расстояний для матрицы данных

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 0.1 0.22 3.01 3.45 3.32 3.27 0.61 0.2 0.22
2 0.1 0 0.14 3.1 3.55 3.42 3.36 0.71 0.22 0.2
3 0.22 0.14 0 3.16 3.61 3.48 3.42 0.8 0.22 0.14
4 3.01 3.1 3.16 0 0.45 0.32 0.28 2.42 2.94 3.04
5 3.45 3.55 3.61 0.45 0 0.14 0.2 2.86 3.38 3.48
6 3.32 3.42 3.48 0.32 0.14 0 0.14 2.73 3.26 3.35
7 3.27 3.36 3.42 0.28 0.2 0.14 0 2.68 3.2 3.29
8 0.61 0.71 0.8 2.42 2.86 2.73 2.68 0 0.61 0.71
9 0.2 0.22 0.22 2.94 3.38 3.26 3.2 0.61 0 0.1
10 0.22 0.2 0.14 3.04 3.48 3.35 3.29 0.71 0.1 0
11 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
12 0.22 0.14 0.2 3.23 3.68 3.55 3.49 0.82 0.36 0.32
13 0.54 0.63 0.71 2.47 2.92 2.79 2.73 0.14 0.5 0.6
14 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
15 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
16 3.27 3.36 3.42 0.28 0.2 0.14 0 2.68 3.2 3.29
17 3.31 3.4 3.45 0.36 0.22 0.22 0.1 2.73 3.23 3.32
18 0.4 0.3 0.22 3.38 3.83 3.7 3.64 1 0.45 0.36
19 1.3 1.39 1.46 1.71 2.15 2.02 1.97 0.72 1.24 1.33
20 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38

Таблица 4. Матрица расстояний для матрицы данных
(продолжение)

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 0.1 0.22 3.01 3.45 3.32 3.27 0.61 0.2 0.22
2 0.1 0 0.14 3.1 3.55 3.42 3.36 0.71 0.22 0.2
3 0.22 0.14 0 3.16 3.61 3.48 3.42 0.8 0.22 0.14
4 3.01 3.1 3.16 0 0.45 0.32 0.28 2.42 2.94 3.04
5 3.45 3.55 3.61 0.45 0 0.14 0.2 2.86 3.38 3.48
6 3.32 3.42 3.48 0.32 0.14 0 0.14 2.73 3.26 3.35
7 3.27 3.36 3.42 0.28 0.2 0.14 0 2.68 3.2 3.29
8 0.61 0.71 0.8 2.42 2.86 2.73 2.68 0 0.61 0.71
9 0.2 0.22 0.22 2.94 3.38 3.26 3.2 0.61 0 0.1

10 0.22 0.2 0.14 3.04 3.48 3.35 3.29 0.71 0.1 0
11 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
12 0.22 0.14 0.2 3.23 3.68 3.55 3.49 0.82 0.36 0.32
13 0.54 0.63 0.71 2.47 2.92 2.79 2.73 0.14 0.5 0.6
14 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
15 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
16 3.27 3.36 3.42 0.28 0.2 0.14 0 2.68 3.2 3.29
17 3.31 3.4 3.45 0.36 0.22 0.22 0.1 2.73 3.23 3.32
18 0.4 0.3 0.22 3.38 3.83 3.7 3.64 1 0.45 0.36
19 1.3 1.39 1.46 1.71 2.15 2.02 1.97 0.72 1.24 1.33
20 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
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Выберем в  произвольный вектор u и
определим векторное поле

В силу условия b) при фиксированном u поле
 не имеет нулей на сферах  достаточно

×r rR R

Π Ψ −λ λ( ) ( )( , )( ) = ( ) .r ru y x
u

Π λ( )u λ �=

большего радиуса . Поэтому на сферах 
определено вращение [30].

Рассмотрим два векторных поля

Эти векторные поля гомотопны [30] на сферах до-
статочно большего радиуса. Поэтому поле

не имеет нулей на сферах достаточно большого
радиуса при любых . Гомотопные поля
имеют одинаковые вращения:

На сферах достаточно большего радиуса век-
торные поля  невырожденные, но в
шаре  каждое из них может иметь неко-

торое количество особых точек. Обозначим 
и  – количество особых точек векторных
полей  соответственно. Поскольку
векторные поля гомотопны, то

В силу условия (3.15) эти особые точки изолиро-
ваны.

Воспользуемся теперь понятием индекса осо-
бой точки:

� λ �=

Π Ψ −

Π Ψ −

λ λ

λ λ

(1) ( ) ( )

(2) ( ) ( )

(1)
( , )

(2)
( , )

( ) = ( ) ,

( ) = ( ) .

r r

r r

u y x

u y x

u

u

Ω αΠ + − α Π

= Ψ − α + − α

λ λ λ

λ

(1) (2)

( ) ( )
(1) (2)

( ,

( ) = ( ) (1 ) ( ) =

)( ) [ (1 ) ]r r

u u

y x
u u

α ∈ [0,1]

γ Π γ Πλ λ(1) (2)( ( )) = ( ( )).
u u

Π Πλ λ(1) (2)( ), ( )
u u

≤λ � �1 <

κ (1)( )u
κ (2)( )u

Π Πλ λ(1) (2)( ), ( )
u u

κ κ κ(1) (2)( ) = ( ) = .u u

β− λ
λ

00 ( )ind( ) = ( 1) ,

Таблица 5. Матрица расстояний для кластера 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 0.1 0.22 3.01 3.45 3.32 3.27 3.36 3.36 3.36
2 0.1 0 0.14 3.1 3.55 3.42 3.36 3.45 3.45 3.45
3 0.22 0.14 0 3.16 3.61 3.48 3.42 3.51 3.51 3.51
4 3.01 3.1 3.16 0 0.45 0.32 0.28 0.36 0.36 0.36
5 3.45 3.55 3.61 0.45 0 0.14 0.2 0.1 0.1 0.1
6 3.32 3.42 3.48 0.32 0.14 0 0.14 0.1 0.1 0.1
7 3.27 3.36 3.42 0.28 0.2 0.14 0 0.1 0.1 0.1
8 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 0 0 0
9 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 0 0 0
10 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 0 0 0

_(256)

Рис. 8. Значения индикаторов для .
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Таблица 6. Матрица данных

№ Вид № Вид № Вид

1 6.4 3.2 2 8 5.2 2.7 2
2 6.5 2.8 2 9 5.7 2.8 2 15 4.9 3.0 1
3 7.0 3.2 2 10 6.6 2.9 2 16 5.0 3.4 1
4 5.4 3.9 1 11 5.1 3.5 1 17 4.9 3.1 1
5 4.7 3.2 1 12 6.3 3.3 2 18 6.9 3.1 2
6 4.6 3.4 1 13 5.5 2.3 2 19 4.9 2.4 2
7 4.6 3.1 1 14 4.4 2.9 1 20 5.0 3.6 1

1x 2x 1x 2x 1x 2x

Рис. 9. Результат рандомизированной кластеризации.

Пример результата кластеризации
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где  – количество собственных чисел матри-

цы  с отрицательной веще-
ственной частью. Из определения индекса видно,
что на его значение влияет четность величины ,
а не ее абсолютное значение. В силу условия (3.15)
четность всех особых точек одинаковая. Действи-
тельно, поскольку , то при любых

 собственные числа матрицы
 могут переходить из левой полу-

плоскости в правую только парами: веществен-
ные числа трансформируются в пару комплекс-
но-сопряженных, которые затем переходят мни-
мую ось.

Учитывая это обстоятельство, получим, что
вращение гомотопных полей

где β – количество собственных чисел матрицы
 для какой-нибудь особой точки.

Покажем, что векторное поле  имеет
единственную особую точку в шаре .
Рассмотрим уравнение

Пусть это уравнение при каждой фиксирован-
ной паре  имеет  особых точек, т.е. функ-

ций . Следовательно,
оно определяет многозначную функцию

,  ветвей которой изолированы (что
следует из изолированности особых точек). Каж-

β λ
0( )

Π λλ λ
0 0 ( ) ( )' ( ) = ( |, , )r rJu x y

β λ
0( )

≠0 ( ) ( )( | , ) 0r rJ λ x yλ

∈ ×( ) ( )( , )r r r rR Rx y

λ λ
0 ( ) ( )( | , )r rJ x y

βγ Π κ −( ) = ( 1) ,u

Π λ' ( )u

Π λ( )u

≤ ρ ρλ 1 <

Π Φ −λ λ( ) ( )( , )( ) = ( ) = 0.r ru x y
u

( ) ( ),r rx y κ
κ

…λ λ
(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ), , ( , )r r r rx y x y

λ
( ) ( )( , )r rx y κ

дая из ветвей  определяет в  от-
крытое множество (в силу условия b), а

Это возможно только тогда, когда κ = 1. Следова-
тельно, для каждой пары  из  суще-
ствует единственная функция , обра-

щающая в ноль функцию . 

λ
( ) ( ) ( )( , )i r rx y ×r rR R

κ

×∪λ
( ) ( ) ( )

=1

( , ) = .i r r r r

i

R Rx y

( ) ( ),r rx y ×r rR R
λ

( ) ( )*( , )r rx y

λ
( ) ( )( | , )r rW x y ■

Рис. 10. Изображение точек на двумерном графике.

Пример точек для кластеризации
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Рис. 11. Значения индикаторов для .
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Рис. 12. Результат рандомизированной кластериза-
ции.
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Доказательство теоремы 2. Из (3.15) и условия a)
теоремы 1 следует, что функция  –
аналитическая по совокупности переменных.
Поэтому левую часть уравнения (4.5) можно
представить обобщенным рядом Тейлора [31], и
строить решение также в виде обобщенного ряда
Тейлора. Степенные блоки этого ряда определя-
ются с помощью рекуррентной процедуры. .

ПРИЛОЖЕНИЕ C: ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ЛЕММЫ 1

Доказательство. Элементы обратной матрицы

в силу условия леммы 1 ограничены, т.е.

Следовательно, существует константа α > 1,
для которой выполняется неравенство (3.23). 

ПРИЛОЖЕНИЕ D:
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 2

Согласно неравенству (3.10) имеем

Полагая, что матрица  невырожденная (сле-

дует из невырожденности Якобиана (3.15)), сле-
дуя лемме 1 и учитывая (3.26), норму обратной
матрицы можно оценить следующим образом:

При выполнении условий леммы 2

Отсюда видно, что при росте объема выборки
( ) нормы соответствующих якобианов
стремятся к нулю. Поэтому . 

ПРИЛОЖЕНИЕ E:
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Рассмотрим вспомогательную систему диффе-
ренциальных уравнений, получаемую из (5.24)
при :

λ ( ) ( )( | , )r rW x y

■
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  ∂∂ ∂
Θ Θ
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z
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∂ 
  ∂
Θ
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      ∂ ∂ θ
Θ Θ

1 1

.
rz z

αρ αω∂ ∂≤ ≤
θ θ∂ ∂( ) ( ), .r rr r

z z
x y

→→ ∞r
∞ ∞

� = ( , )z z x y ■

γ → 0

На первом этапе доказывается ее устойчивость “в
целом”, т.е. при любых начальных отклонениях
из .

На втором этапе показывается, что алгоритм
(5.24) представляет собой схему Эйлера для вспо-
могательных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим некоторые детали доказательства
и определим на  функцию:

Функция  строго выпукла на , принимает

минимальное значения в точке , ее гессиан
в этой точке невырожден. Определим ее произ-
водную по времени в силу исходных уравнений:

Отсюда имеем:

Следовательно, функция V является функцией
Ляпунова для вспомогательных дифференциаль-
ных уравнений на пространстве . Все решения
этих уравнений асимптотически устойчивы из
любых начальных условий  .

Алгоритм (5.24) представляет собой разност-
ную схему Эйлера. В силу асимптотической
устойчивости решений дифференциальных урав-
нений всегда существуют шаг  и область на-
чальных условий, для которых схема Эйлера схо-
дится. 
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