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Работа посвящена математическому моделированию процессов диссоциации газовых гидратов в
пористой среде. Разработаны численные методы решения задач подземной гидромеханики, связан-
ные с таянием газовых гидратов в криолитозоне северных регионов и на шельфе арктических мо-
рей. Рассматриваемая система уравнений учитывает наличие льда и фазовый переход лед-вода, а
также присутствие соли. С помощью метода расщепления по физическим процессам система пре-
образована к блочному виду, в котором разделены диссипативная и гиперболическая части.
Это позволяет эффективно применить для каждого блока свой численный подход. В итоговом ал-
горитме выделены зоны, характеризующиеся разным набором уравнений и независимых перемен-
ных. В целях повышения устойчивости метода проведены термодинамический анализ физических
процессов и математическое согласование задач в зонах. В результате построена единая вычисли-
тельная схема и проведены пробные расчеты. Анализ результатов подтвердил эффективность раз-
работанного численного подхода.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время в мире уделяется большое
внимание изучению природных газовых гидратов
как возможных источников сырья и потенциаль-
ной угрозы, связанной с выделением метана при
их разрушении, в частности, под воздействием
климатических изменений. Часть обнаруженных
и гипотетических скоплений газовых гидратов
связана с зонами многолетнемерзлых пород и
шельфом арктических морей. Во многих работах
выдвигаются и подробно исследуются гипотезы о
связи ряда природных процессов, в том числе и
катастрофического характера, таких как образо-
вание воронок на суше в северных регионах, ши-
рокомасштабное выделение газа на дне океанов, с
разложением гидратов. В силу недостаточности
данных эта проблема является дискуссионной.
Одним из методов исследования здесь является

математическое моделирование. При его приме-
нении к процессам, связанным с газовыми гидра-
тами в криолитозоне северных регионов и на
шельфе арктических морей, в общей схеме расче-
тов фильтрационных процессов необходимо
учесть еще одну фазу – лед. В подобных задачах
также существенно влияние соли на условия тер-
модинамического равновесия гидратов [1, 2], по-
скольку соль содержится в морской воде и ис-
пользуется в технологических процессах в каче-
стве ингибитора. Работа посвящена разработке
математической модели диссоциации газовых
гидратов в пористой среде и соответствующего
численного алгоритма, позволяющих учесть на-
личие льда и соответствующего фазового перехо-
да, соли, а также растворенного газа. В качестве
основы взяты уравнения баланса масс, импульса
и энергии в предположении о термодинамически
равновесном характере процесса.

2. ИСХОДНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ

В газогидратной фазово-равновесной зоне
(ГРЗ) уравнения баланса массы флюидов для во-
ды (w), газа (g) и соли (c – в растворе, b – осадок),
а также полной внутренней энергии системы,
включая скелет, могут быть записаны в следую-
щей дивергентной форме:
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Здесь m – пористость; индексы обозначают:  –
гидрат, l – жидкая фаза, включающая воду (w),
растворенные в ней газ (g) и соль (с), g – свобод-
ный газ, i – лед, b – осадок соли, s – скелет;  –
растепленность порового пространства от гидра-
тов,  – его гидратонасыщенность; индекс
lib отвечает суммарно жидкой фазе, льду и солево-
му осадку в растепленном поровом пространстве;

 – их объемная доля в . Для объемных до-
лей Cl, Ci, Cb, объединенных в , выполнено со-
отношение: . Далее, βw и  –
массовые доли воды и газа в гидрате. В жидкой
фазе (l) для компонентных массовых долей воды

 и растворенных в ней газа  и соли  так-
же выполнено соотношение:  = 1.
В ГРЗ принимается, что . Если газ в
жидкой фазе отсутствует, то . Соответ-
ственно массовая доля воды и соли в жидкой фазе

, либо  при
. Плотности и их доли обозначены как {ρχ,

, где .
Также вводятся дольные плотности: Rwi =

=  – всей воды и льда, содержащихся в
, и  – всей соли, содержащей-

ся в . Аналогично,  –
внутренние энергии единицы массы гидрата,
жидкой фазы, воды, льда, свободного газа, соле-
вого осадка, также внутренние энергии единицы
массы  консистенции и скелета. При этом для

 – внутренней энергии жидкой фазы,
льда и солевого осадка, нормированной едини-
цей объема, в  консистенции выполнено Elib =
= .

Предполагается выполнение закона Дарси с
учетом гравитации, но без учета капиллярных сил
вода–газ: ,
где g – вектор ускорения свободного падения, P –
давление,  и  – динамические вязкости жид-
кости и свободного газа,  – перерасчет абсо-

лютной проницаемости с учетом части пор, занятой
льдом и солевым осадком,  и  – относительные
фазовые проницаемости жидкости и свободного га-
за с учетом подвижности в  консистенции только
жидкой фазы (l). W – поток тепла.

Диффузионные потоки воды, газа и соли в жид-
кой фазе представлены процессом молекулярной
диффузии в пористой среде [9] ;
α = w, g, c} с коэффициентами . Совместный
диффузионный поток воды и соли в жидкой фазе
определяется как . Поток тепла в
уравнении внутренней энергии (4) имеет вид:

что соответствует среде с коэффициентами {λχ(P,
T), . Здесь λlib =  +
+ Cbλb.

3. РАСЩЕПЛЕНИЕ ПО ФИЗИЧЕСКИМ 
ПРОЦЕССАМ

В качестве двух базовых переменных выбирают-
ся величины  и . Остальные параметры зада-
ются вектором π = {P, T, ,
состоящим из двух основных независимых пере-
менных π2 и шести вспомогательных (за исключе-
нием бессолевой ГРЗ в отсутствие жидкой фазы –
с одной базовой переменной π1 и вырожденным
дольно-солевым уравнением).

Преобразование системы уравнений, позволя-
ющее выделить диссипативный блок, произво-
дится методом расщепления по физическим про-
цессам, предложенным в работе [3]. В результате
для пары оставшихся независимых переменных
получается подсистема, не содержащая произ-
водные по времени от величин  и  и состоя-
щая из уравнения пьезопроводности в ГРЗ с жид-
ким раствором и твердофазными включениями,
обобщающего диссипативное уравнение теории
гидратов, полученное в работе [3], и дольно-соле-
вого уравнения.

{ }∂ + − β ρ + β ρ + =
∂

v v v
[ (1 ) ]

div[ ] 0,w wlib wi w
l l l l

m S S R S
t

V M

∂ − ρ + − −β ρ + β ρ
+ ρ + β ρ + =

∂
v v v v

{ [ (1 ) (1 )(1 ) ]}
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g glib g w lib l l l
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m S S S S S C

t
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{ }∂ + β ρ + =
∂
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div[ ] 0,c clib cb
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m S S R

t
V M

+ ρ ε + ρ ε
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∂
∂ + − ρ ε − −
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( ) } 0.
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+β ρ ρw
l l l i iC C

libS += β ρ ρc
cb l l l b bR C C

libS χε χ = ν{ , , , , , , , , }l w i g b lib s

libS
= ρ εlib lib libЕ

libS
ρ ε + ρ ε + ρ εl l l i i i b b bC C C

( )α α α α= − ⋅ μ ∇ − ρ α ={ / , , }lib rk k P l gV g

μl μg

libk

rlk rgk

libS

α α α= − ρ ∇β{ l l l lmDM
α
lD

= +wc w c
l l lM M M

( )( )
( ) ( )

= − λ + − λ +
+ − λ + − λ ∇

v

v v

{ [ 1
1 ] 1 } ,

lib lib lib g

s

m S S S
S m T

W

χ = ν, , , , , , , }l w i g b lib s λ + λl l i iC C

libS
v

S
α

γ β γ = α =, ; , , , , , }lC l i b w g c

libS
v

S



34

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 504  2022

ПОВЕЩЕНКО и др.

4. РАЗБИЕНИЕ ОБЛАСТИ ФИЛЬТРАЦИИ
НА НЕСКОЛЬКО ЗОН

В задачах фильтрации, связанных с газовыми
гидратами, исходная область разбивается на не-
сколько зон, различающихся по уравнениям и на-
бору основных неизвестных, описывающих про-
цесс. При отсутствии соли, льда, растворенного
газа таких зон три [4]: трехфазная (ГРЗ), где при-
сутствуют газ, вода и гидрат, талая – где гидратов
нет и гидратно-стабильная с отсутствующими
свободным газом или водой. В первой зоне ос-
новные неизвестные – , , . Температура
определяется по давлению из условия фазового
равновесия. Во второй зоне основные неизвест-
ные – Sw, P, T. В третьей – , P, T.

В рассматриваемом случае возникает семь зон,
для которых с использованием правила фаз Гибб-
са определено количество независимых парамет-
ров:

1. Жидкая фаза в ГРЗ с насыщенными газом и
солью.

, , , ,
, .

2. Солевой осадок и жидкая фаза в ГРЗ с насы-
щенными газом и солью.

, , , ,
, , .

3. Ненасыщенная солью жидко-ледяная смесь
в ГРЗ.

, , , ,
, , .

4. Насыщенная солью жидко-ледяная смесь в
ГРЗ.

, , , ,
, , .

5. Солевой осадок и жидко-ледяная смесь в
ГРЗ.

, , , ,

, .
Давление P0 и температура T0 являются кон-

стантами, определяемыми для данного процесса
экспериментально.

6. Солевой осадок в ГРЗ в отсутствие жидкой
фазы.

, , , .
7. Бессолевая ГРЗ в отсутствие жидкой фазы.

, , , , .
С помощью метода характеристик получены

условия согласования систем уравнений, отвеча-
ющих областям с разным количеством фаз и со-
держащих разное число неизвестных.

v
S wS P

v
S

=2 { , }P Tπ = 1lC = = 0i bC C β = − β − β1w g c
l l l

β = β ( , )g g
l l P T β = β ( , )c c

l l P T

=2 { , }lP Cπ = ( )disT T P = 0iC = −1b lC C
β = − β − β1w g c

l l l β = β ( , )g g
l l P T β = β ( , )c c

l l P T

= β2 { , }c
llCπ = β( )c

lP P = ( )disT T P = −1i lC C
= 0bC β = − β − β1w g c

l l l β = β ( , )g g
l l P T

=2 { , }lP Cπ = ( )T T P = −1i lC C = 0bC
β = − β − β1w g c

l l l β = β ( , )g g
l l P T β = β ( , )c c

l l P T

=2 { , }l iC Cπ 0 0,P T = − −1b l iC C C β = −β −β1w g c
l l l

β = β 0 0( , )g g
l l P T β = β 0 0( , )c c

l l P T

=2 { , }iP Cπ = ( )disT T P = 0lC = −1b iC C

=1 { }Pπ = ( )disT T P = 0lC = 1iC = 0bC

5. МЕТОДИКА ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ
При численных расчетах вычисления ускоря-

ются за счет разделения системы на диссипатив-
ную и гиперболическую части. Из диссипативной
части по неявной схеме находятся переменные
вектора π2, а на их основе вычисляются термоди-
намические параметры и по явной схеме рассчи-
тывается перенос насыщенностей  и . Также
проводится перерасчет абсолютной и фазовой
проницаемости.

При решении задач двухфазной фильтрации
широко используется аппроксимация фазовых
проницаемостей вверх по потоку [5]. В работе [3]
методом характеристик показано, что при учете
газовых гидратов часть величин надо брать вниз
по потоку. В данной работе получены обобщения
этих результатов с учетом льда и соли.

Для численного решения полученной системы
уравнений используется метод опорных операто-
ров [6, 7], позволяющий аппроксимировать урав-
нения в частных производных на нерегулярных
сетках. В работе [8] для подобных сеток в целях
обеспечения вычислительной устойчивости раз-
ностной схемы проведена эффективная моното-
низация аппроксимации по насыщенностям во-
дой и гидратами, а также по нелинейному пере-
носу внутренних энергий свободных воды и газа в
гидратизированной пьезопроводной части зада-
чи. В той же работе при дискретизации задачи
диссоциации газовых гидратов в пористой среде
использовался простой в реализации метод сво-
бодно-объемной аппроксимации сеточных функ-
ций по времени, учитывающий долю объема в по-
рах, занятой флюидами. В представленной работе
используются методы, аналогичные методам ра-
боты [8], обобщенные на случай диссоциации га-
зовых гидратов в пористой среде с учетом льда и
соли.

Итоговый численный алгоритм апробирован
на одномерной модельной задаче и подтвердил
свою эффективность.
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MATHEMATICAL MODELING OF DISSOCIATION OF GAS HYDRATE 
IN POROUS MEDIUM TAKING INTO ACCOUNT ICE AND SALINITY

Yu. А. Poveshchenkoa, G. I. Kazakevichb, V. О. Podrygaa, and P. I. Rahimlya

a Keldysh Institute of Applied Mathematics of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
b Shirshov Institute of Oceanology, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of RAS B.N. Chetverushkin

The work is devoted to the mathematical modeling of the dissociation processes of gas hydrates in a porous
medium. Numerical methods were developed for solving problems of underground hydromechanics associ-
ated with gas hydrates in the cryolithozone of the northern regions and on the shelf of the Arctic seas. The
considered system of equations takes into account the presence of ice and the ice-water phase transition, as
well as the presence of salt. Using the method of splitting by physical processes, the system was transformed
to a block form, in which the dissipative and hyperbolic parts were separated. This made it possible to effec-
tively apply its own numerical approach for each block. In the final algorithm, zones were identified that were
characterized by a different set of equations and independent variables. In order to increase the stability of the
method, a thermodynamic analysis of physical processes and mathematical coordination of problems in the
zones were carried out. As a result, a unified computational scheme was built and test calculations were car-
ried out. Analysis of the results confirmed the effectiveness of the developed numerical approach.

Keywords: gas hydrates, filtration, mathematical modeling
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