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1. ВВЕДЕНИЕ
Исследуются интегральные свойства обобщен-

ных решений неоднородного уравнения p-Лапласа,
где , решений задачи Зарембы в ограниченной
строго липшицевой области , где . Для
постановки задачи Зарембы введем соболевское
пространство функций . Здесь  –

замкнутое множество,  – пополнение
бесконечно дифференцируемых в замыкании D
функций, равных нулю в окрестности , по нор-
ме пространства . Априори для функций

 предполагается выполненным нера-
венство Фридрихса

(1.1)

о котором будет сказано ниже. Полагая ,
рассмотрим задачу Зарембы

(1.2)
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где  означает внешнюю нормальную производ-

ную функции , а l является линейным функцио-
налом в пространстве, сопряженном к .

Под решением задачи (1.2) понимается функ-
ция , для которой выполнено инте-
гральное тождество

(1.3)

для всех пробных функций .
В силу неравенства Фридрихса (1.1) простран-

ство  можно снабдить нормой, в которой
присутствует только градиент. Поэтому, пользу-
ясь теоремой Хана-Банаха, можно показать, что
функционал l записывается в виде

(1.4)

где , i = 1, ..., n, . В силу
(1.3) для каждого конкретного функционала ре-
шение задачи (1.2) понимается в смысле инте-
грального соотношения

(1.5)

для всех пробных функций , в кото-
ром компоненты вектор-функции 
являются функциями из .

Методом теории монотонных операторов
устанавливается, что задача (1.2) однозначно раз-
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решима в соболевском пространстве функций
, F) (см., например, теорему 2.1 из второго

раздела главы 2 монографии [1]).
Целью работы является вопрос о повышенной

суммируемости градиента решений задачи (1.2) в
предположении, что , где .

Повышенная суммируемость градиента реше-
ний линейных дивергентных равномерно эллип-
тических уравнений с измеримыми коэффициен-
тами на плоскости вытекает из результатов работы
[2]. Позже в многомерном случае для уравнений
такого же вида повышенная суммируемость гра-
диента решения задачи Дирихле в области с до-
статочно регулярной границей была установлена
в [3]. Оценки типа Боярского-Мейерса решений
задачи Зарембы в ограниченной липшицевой об-
ласти для линейных эллиптических уравнений
второго порядка известны из работ [4] и [5].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Главную роль играет условие на структуру

множества носителя данных Дирихле F. Для фор-
мулировки результата нам потребуется понятие
емкости. Определим для компакта  ем-
кость , которая при  определяется
равенством

Величина показателя q связана со значением
показателя p из (1.2), размерностью пространства
n и определяется следующим образом: если

(n – 1)], то , а если
, n], где , то .

Ниже  означает открытый шар радиуса r с
центром в точке x0. Сформулируем ограничение
на множество F.

A. Если , то предполагается выполне-
ние следующего условия: для произвольной точ-
ки  при  справедливо неравенство

(2.6)

в котором положительная постоянная c0 не зави-
сит от x0 и r.

B. Если , то предполагается, что множе-
ство  не пусто: .

В каждом из предполагаемых случаев выпол-
нено неравенство Фридрихса (1.1). При выполне-
нии условия (2.6) оно вытекает из неравенства
Мазьи [6] (теорема из § 10.1.2). Если же , то
нужно воспользоваться определением внутрен-
него (кубического) диаметра открытого множе-
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ства (см. [2], конец § 10.2) и воспользоваться тео-
ремой 1 из § 10.2.3 монографии [6].

Пусть  означает (n – 1)- мерную меру
Лебега множества . Заметим, что из усло-

вия , аналогичного (2.6),
вытекает и само условие (2.6). Это следует из
оценки предложения 4 [6, § 9.1].

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Для пояснения схемы доказательства основного
утверждения нам потребуется более детально опре-
делить, как определяется понятие липшицевой об-
ласти . Будем называть область D липшицевой,
если для каждой точки  существует откры-
тый куб  с центром в x0, грани которого парал-
лельны координатным осям, длина ребра не зави-
сит от x0 и в некоторой декартовой системе коор-
динат с началом в x0 множество  есть
график липшицевой функции  с
постоянной Липшица, не зависящей от x0. Длину
ребра таких кубов будем считать равной , а по-
стоянную Липшица соответствующих функций g
обозначим через L. При этом для определенности
предполагаем, что множество  расположе-
но выше графика функции g.

Справедливо следующее утверждение, в кото-
ром постоянная  из условия (2.6) не превосходит
константы .

Т е о р е м а  1. Если , где ,
то существует положительная постоянная

 < δ0 такая, что для решения задачи (1.2)
справедлива оценка

(3.7)

в которой константа  при  зависит
только от , , , величины  из (2.6) и области D.
При  зависимость  от  отсутствует.

З а м е ч а н и е  1. Сформулированное утвержде-
ние справедливо не только для оператора -Лапла-
са, но и более общего оператора вида

с измеримой симметрической и равномерно положи-
тельно определенной матрицей A такой, что опера-
тор  является монотонным. Условие на матрицу A,
обеспечивающее монотонность оператора , мож-
но найти в работе [7]. Условие монотонности тре-
буется только для однозначной разрешимости зада-
чи Зарембы. Все остальные рассуждения опирают-
ся только на положительную определенность
матрицы A.
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Сначала оценка повышенной суммируемости
градиента решения задачи (1.2) устанавливается в
окрестности границы области . Здесь использует-
ся техника локального распрямления границы .
Полагая , для произ-
вольной граничной точки  рассмотрим
локальную декартову систему координат с нача-
лом в  такую, что часть границы , попадаю-
щая в куб , задается в этой системе координат
уравнением , где , а  –
липшицевая функция с показателем Липшица L.
Предполагается, что область  рас-
положена на множестве тех точек, где .
Перейдем в  к новой системе координат, со-
вершив невырожденное преобразование пере-
менных

(3.8)

Ясно, что часть границы  преобразуется
в кусок гиперплоскости

и нетрудно показать, что образ области  содер-
жит куб

(3.9)

В полукубе  , содержащим-
ся в образе области , задача (1.2), за реше-
нием которой сохраним исходное обозначение,
примет вид

(3.10)

Здесь симметричная матрица  рав-
номерно положительно определена, а вектор-
функция f, участвующая в записи функционала
(1.4), преобразуется в вектор функцию , компо-
ненты которой определяются равенствами

(3.11)

Множества  и  таковы, что 
и , где ,  – образы мно-

жеств  и  соответственно, а 
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означает внешнюю конормальную производную
функции u, порожденную матрицей a.

Продолжим функцию u, удовлетворяющую
(3.10), четно относительно гиперплоскости  =
= 0}. Продолженная функция, за которой вновь
сохраним предыдущее обозначение, удовлетво-
ряет соотношению

(3.12)

Здесь  сопадает с  при , а при
 совпадает с таким же выражением с учетом

того, что частная производная  продолжается
нечетно. Положительно определенная матрица

 такова, что  при 
являются нечетными продолжениями  из
(3.10), а все остальные элементы  – четным
продолжением . Компоненты вектор–функ-
ции  в (3.12), участвующей в пред-
ставлении функционала lh, определятся равен-
ствами: ее компоненты  при  –
четные продолжения компонент  из (3.10), а

 – нечетное продолжение . Отметим, что
.

Решением (3.12) является функция ,
для которой выполнено интегральное тождество
(см. (1.5))

(3.13)

для всех пробных функций , кото-
рые являются замыканием множества бесконеч-
но дифференцируемых в замыкании  функ-
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Обозначим через  открытый куб с центром
в точке  с ребрами длиной , параллельными
координатным осям. Ниже предполагается, что

и полагается

где  означает n-мерную меру куба .
Пользуясь условиями на множество F, после

соответствующего выбора пробной функции в
(3.13) с помощью неравенства Мазьи [6] (теорема
из § 10.1.2) при выполнении условия (2.6), нера-
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венством теоремы 1 из § 10.2.3 монографии [6]
при , а также неравенства Пуанкаре-Собо-
лева устанавливается, что

(3.14)

Здесь постоянная q при  определяется
как и в § 2, а при  равна . Постоян-
ная C при  зависит только от , p,  и
константы c0 из условия (2.6) а при  зависи-
мости от c0 нет.

Из этой оценки, справедливой для всех рас-
сматриваемых кубов  и обобщеной леммы Ге-
ринга (см. [8], а также [9], гл. VII) с учетом длины
ребра куба  (см. (3.9)) в предположении, что

, где , имеем

с положительной постоянной  и до-
полнительной зависимостью C от R0. В силу чет-
ности функции u относительно гиперплоскости

 ее можно переписать в виде (см. (3.10))

(3.15)

Совершая здесь преобразование, обратное к (3.8),
заметим что прообраз полукуба  содержится

в множестве , а прообраз полукуба  содер-
жит множество , где . Учитывая
еще соотношение (3.11), в силу (3.15) будем иметь

Переходя здесь к декартовой системе координат с
началом в точке , из которой исходили с
самого начала рассуждений, получим

Поскольку  произвольная граничная точ-
ка, а граница  компактна, то можно найти та-
кое конечное покрытие , что замкнутое мно-
жество
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содержится в объединении множеств ,
где . Поэтому, суммируя неравенства

придем к оценке

Внутренняя оценка

не учитывает граничных условий и доказывается
намного проще. В итоге, сочетая две последние
оценки и пользуясь энергетическим неравен-
ством для первого слагаемого в правых частях
этих оценок, приходим к (3.7).
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