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1. ВВЕДЕНИЕ
Данная статья продолжает работу [1], в кото-

рой методы логики доказуемости и алгебр ре-
флексии применены к исследованию теорий пре-
дикативной силы. В частности, понятие спектра
консервативности арифметической теории обоб-
щается на языки, в которых определимы множе-
ства гиперарифметической иерархии и соответ-
ствующие определения истинности. Говоря не-
формально, спектр консервативности теории 
есть трансфинитная последовательность ордина-
лов , где β – максимальный ординал,
для которого β-кратная итерация схемы рефлек-
сии для формул класса  над некоторой фикси-
рованной теорией содержится в . Таким образом,
спектр консервативности теории  несет инфор-
мацию о силе теории  в смысле доказуемости в
ней формул каждого класса логической сложности

.
Спектры консервативности, соответствующие

уровням арифметической иерархии1, были введе-
ны Й. Йоостеном [8] под названием разложения
Тьюринга–Тейлора арифметических теорий. Он
установил каноническое взаимно-однозначное
соответствие между -спектрами консерватив-

1 Более точно, последовательности, называемые в данной
работе ω-спектрами консервативности.
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ности и точками так называемого фрейма Игна-
тьева. Позже было показано [4], что фрейм Игна-
тьева может также рассматриваться как есте-
ственная алгебраическая модель исчисления
рефлексий RC, расширенного операторами кон-
сервативности. Фрейм Игнатьева (в первоначаль-
ном его варианте) был введен в работе [7] как уни-
версальная модель Крипке для замкнутого фраг-
мента логики доказуемости Джапаридзе GLP.

В данной работе мы распространяем результа-
ты [8] на определенное в работе [1] понятие

-спектра консервативности для любых кон-
структивных ординалов , относящееся к суще-
ственно более широкому классу теорий. Д. Фер-
нандес–Дуке и Й. Йоостен [6] ввели расширение
фрейма Игнатьева для языка с трансфинитным
числом модальностей. Основная теорема нашей
работы показывает, что элементы этого фрейма,
называемые в работе [6] -последовательностя-
ми, совпадают с -спектрами консервативности.
В силу результатов [6] -последовательности име-
ют простую характеризацию в терминах орди-
нальных функций, связанных с иерархией Вебле-
на. Таким образом, наш результат дает явный от-
вет на вопрос о том, какие последовательности
ординалов реализуются как -спектры консерва-
тивности, и подтверждает гипотезу из работы [1].

Данная работа опирается на большой подгото-
вительный материал, обозначения и результаты
из работы [1]. Поэтому мы предполагаем знаком-
ство читателя с указанной работой.
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2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ
Здесь мы коротко суммируем основные поня-

тия и результаты, относящиеся к теориям итери-
рованных предикатов истинности и подходу, раз-
витому в работе [1].

2.1. Итерированные предикаты истинности

Пусть  означает язык элементарной ариф-
метики EA. Зафиксируем некоторое элементарно
определимое вполне упорядочение  и рас-
смотрим язык

где  – унарные предикатные символы. Порядок
 определяет естественную гёделеву нумера-

цию всех синтаксических объектов языка . Мы
не различаем ординалы и их коды (элементы ).

Для каждого  мы интерпретируем  как
предикат истинности для языка  < α}.
В соответствии с этим мы определяем -тео-
рию , постулируя в качестве аксиом эквива-
лентности Тарского:

U1:  для всех -фор-
мул  с указанными свободными переменны-
ми ;

U2: , для всех n таких, что n не есть гёде-
лев номер никакого -предложения.

Здесь  означает нумерал для натурального числа
n и  – элементарно определимый терм, пред-
ставляющий функцию, сопоставляющую набору

 гёделев номер предложения , ...,
. Также мы положим .

2.2. Гиперарифметическая иерархия формул

Пусть  – язык, расширяющий  новыми
предикатными символами.  означает класс всех
формул, получаемых из атомарных -формул с
помощью булевых связок и ограниченных кванто-
ров. Классы  и  получаются из  обычным
образом: , , и

.
Поскольку предикат истинности соответству-

ет ω-кратному применению операции скачка в
гиперарифметической иерархии, систему орди-
нальных обозначений  необходимо расши-
рить на несколько больший сегмент ординалов до

. Например, мы можем закодировать ор-
диналы вида  парами . Классы фор-
мул, соответствующие уровням гиперарифмети-
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ческой иерархии вплоть до , определены
следующим образом:

•  если ;  если
;

• .

Заметим, что формулы класса  определяют
-множества в стандартной модели.

2.3. Схемы рефлексии

Пусть S – перечислимое расширение теории
 вместе с фиксированной элементар-

ной формулой, определяющей множество гёделе-
вых номеров ее аксиом в стандартной модели
арифметики. Через  обозначаем гёделевскую
формулу доказуемости в теории S (как она опре-
делена, например, в работе [5]).

Пусть  – некоторое множество формул языка
S. Через  мы обозначаем равномерную
схему рефлексии для -формул, т.е. схему

Мы будем рассматривать следующие схемы
рефлексии для введенных выше классов для всех

:

Теории, аксиоматизированные трансфинитными
итерациями операторов рефлексии вдоль задан-
ной системы ординальных обозначений ,
определяются формализацией следующего урав-
нения на неподвижную точку в S:

(1)

Теории , удовлетворяющие (1), единствен-
ны по модулю доказуемой эквивалентности в S
[4]. Аналогично можно определить теории 
с помощью трансфинитной итерации операторов

, действующих на полуре-
шетке перечислимых расширений теории S.

Обозначим через EA+ расширение теории EA
аксиомой, утверждающей тотальность итериро-
ванной экспоненциальной функции. Для основных
результатов работы [1], как и в настоящей рботе, мы
выбираем в качестве базовой теории S теорию

. Теории  и  обо-
значаем сокращенно  и  соответственно.
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3. ФОРМУЛЫ ШМЕРЛЯ
Один из основных результатов работы [1] – ре-

зультат о консервативности, соотносящий сме-
шанные схемы рефлексии с трансфинитно ите-
рированными схемами рефлексии сложности

. Мы выведем из этого результата соотноше-
ния между иерархиями итерированных схем ре-
флексии известными как формулы Шмерля. По-
добные соотношения впервые возникли в рабо-
тах Ульфа Шмерля [9, 10] и были впоследствии
обобщены в [2].

Для любых ординалов  обозначим через
 единственный ординал γ такой, что  = β.

Мы будем рассматривать небольшой вариант из-
вестной функции Веблена :

Обозначим через Crα класс всех значений функ-
ции . Нетрудно видеть, что  есть класс всех
неподвижных точек функции  и для предель-
ных ординалов  . Функции  мо-

нотонно возрастают и непрерывны, и классы Crα
замкнуты и неограниченны. Эти условия одно-
значно определяют функции  как только фик-
сирована функция . Отметим, что в терминах
иерархии “гиперэкспоненциальных функций”,
введенной в работе [6], можно выразить  как

.
Ниже мы будем использовать специальные си-

стемы ординальных обозначений  (и ),
определяемые на основе исчисления рефлексий

 (см. [1, раздел 6.2]). Эти системы дают обо-
значения для ординалов из начального сегмента,
содержащего  и замкнутого относительно орди-
нальных функций + и  для всех . Орди-
нал, соответствующий слову , обознача-
ется .

Обозначим через  взаимную консерва-
тивность теорий U и V относительно -предло-
жений.

Т е о р е м а  3.1.

(i) ;

(ii) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Мы предполагаем 
настолько большим, что  и  имеет
обозначение в системе . (Для любых кон-
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структивных ординалов  можно всегда вы-
брать подходящий , и мы также можем считать
ординал  аддитивно неразложимым.) Это озна-
чает, что существует слово  такое, что

. По теореме 8 работы [1] мы имеем

Поскольку , тот же результат дает

Значит,  и нам достаточно вычис-
лить .

Обозначим через  результат замены каж-
дой буквы x в слове A на . Аналогично, 
означает результат замены каждой буквы  в A на

. В силу трансляционной симметриии ,
которая имеет место для аддитивно неразложи-
мых ординалов , эти отображения представляют
собой изоморфизмы между системами обозначе-
ний  и .

Положим . Мы
имеем

Отсюда получаем

по [3, Lemma 17] (см. также [1, Section 6.2)].
(ii) Рассуждая аналогичным образом, рассмот-

рим  и  такие, что 
and . Тогда

Вторая эквивалентность дает

Поскольку Rα имеет сложность , первая эк-
вивалентность влечет

Мы имеем , поскольку .
Более того,

Тогда по [1, теорема 8] мы получаем

что и требовалось. 
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Заметим, что формула (ii) может быть также
выведена из формулы (i) с помощью рефлексив-
ной индукции как в [4, лемма 7.3].

4. СПЕКТРЫ КОНСЕРВАТИВНОСТИ
Как и ранее, мы рассматриваем ординалы, пред-

ставимые в системе обозначений  для достаточ-
но больших ординалов . Определяем спектр кон-
сервативности теории S (длины ) как -последо-
вательность ординалов , для всех , где

Спектр консервативности называем собствен-
ным, если значение  лежит в  для каж-
дого . Мы будем неявно предполагать все
рассматриваемые спектры собственными.

Очевидно, последовательность  явля-
ется невозрастающей по . Следующая теорема
дает более сильное необходимое условие того,
чтобы данная -последовательность ординалов
представляла спектр консервативности некоторой
теории S. Нам понадобится известная функция ор-
динального логарифма , определяемая условиями:

 и  для любых ординалов  и
. Заметим, что в силу теоремы о канторовской

нормальной форме эти условия однозначно опре-
деляют значение  для любого .

Т е о р е м а  4.1. Пусть f – спектр консерватив-
ности теории S длины . Тогда для любых α, β та-
ких, что ,

(i) ;

(ii) , если .
Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Обозначим γ :=

:=  и допустим, от противного, что
. В этом случае  и

мы можем представить  в виде  для не-
которого α0.

По определению спектра

По теореме 3.1 (ii) отсюда следует, что .
Следовательно, ordα(S) ≥ α0 +  =
= f(α), противоречие.

(ii) Обозначим  для некоторого
β > 0, и допустим, от противного, что .
Поскольку β > 0, мы также получаем  =

= .
По определению спектра

Λ
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0 1RS
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0> f,
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βα < ϕ γ� ( ) ( )f

βϕ γ( )
βϕ γ αω > ω�( ) ( )f

По теореме 3.1 (ii) отсюда следует, что
. Значит, ordα(S) ≥ α0 +  > α0 +

+  = f(α), противоречие.
Д. Фернандес-Дуке и Й. Йоостен [6, предло-

жение 5.2] определяют понятие -последователь-
ности как ординальной последовательности дли-
ны  такой, что для всех 

Напомним, что функция e такова, что  =
= . Поэтому их условие эквивалентно требо-
ванию , если , и

если  для некоторого . (Если ,
то  есть неподвижная точка , поэтому
применение  перед  может быть опущено.) Отсю-
да следует, что необходимое условие в теореме 4.1
эквивалентно тому, что f является -последова-
тельностью.

С л е д с т в и е  4.2. -спектр консервативности
любой теории S является -последовательностью.

Для доказательства того, что всякая -после-
довательность является спектром консерватив-
ности некоторой теории, отметим несколько
свойств -последовательностей.

Пусть f – -последовательность длины λ и
. Обозначим  и γ2 :=  < α}.

Л е м м а  4.3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если  для не-

которого α0, то ,  и требуется
показать

Мы также можем считать  (в противном слу-
чае утверждение тривиально), отсюда .

Рассмотрим любой ординал-последователь δ < .
По формуле Шмерля

Заметим теперь, что . Зна-
чит, для любого  теория  -

консервативна над  откуда следует требуемое.

Допустим, что , где . Выберем
 такое, что  и . Тогда  =

= α и .

β
γ α +

αα+ω ∪�
0 1R R .S

βα + +ϕ γ
α

0 1 ( )RS � βϕ γ( )
αω ( )f,

�

λ ξ ζ λ< <
ζωξ ≥ ζ
�

� �( ) ( ).f e f
αω β( )e

αϕ β( )
ξ ≥ ζ� ( ) ( )f f ζ ξ += 1

βξ ≥ ϕ ζ� ( ) ( ( )),f f
βζ ξ + ω= β > 0 β > 0

βϕ ζ( ( ))f �

� ϕ

�

λ
�

�

�

�

α < λ γ α1 := ( )f γ γmin{ ( ) :f
γ γ γ
α α α α∪ ≡1 2 2

< < <R R R .
α α +0= 1

γ α2 0= ( )f γ ≥ γ2 1( )l

γ γ γ
α + α αα∪ ≡1 2 2

0 0 00
1R R R .

γ >1 0
γ ∈2 Lim

γ2

γγ δ δ+ω
α + α αα∪ ≡

1
1

0 0 00
1R R R .

γ γδ + ω ≤ δ + ω ≤ γ1 2
2

,

δ γ2< γ δ
α + α∪1

0 01R R +αΠ
01

γ
α

2

0R ,
βα α + ω0= β > 0

α < α' α ≥ α0' α γ2( ') =f βα + ω'
βγ ≥ ϕ γ� 2 1( ) ( )
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Рассмотрим любой ординал-последователь
. По формуле Шмерля

Поскольку , имеем . Так
как это верно для всех достаточно больших орди-
налов  и , получаем требуемое утвер-
ждение.

Т е о р е м а  4.4. Любая -последовательность
длины  есть спектр консервативности некоторой
теории S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что любая -по-
следовательнрость f не возрастает и поэтому при-
нимает не более конечного числа различных зна-
чений, скажем  в порядке убывания.
Положим

Тогда значение f есть константа  на каждом ин-
тервале , где  и . Положим

Мы утверждаем, что спектр консервативности
теории Sn совпадает с f. Для доказательства нам
понадобятся две дополнительные леммы.

Л е м м а  4.5. Допустим . Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы можем представить
 в виде . Положим  :=

:= , где . Поскольку f есть
-последовательность и , мы имеем

. Следовательно,  есть непо-

движная точка функции  для каждого j. Тогда
индукцией по  из теоремы 3.1 (i) мы по-
лучаем

Утверждение леммы получается для . 
Л е м м а  4.6. Для любого , .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Во-первых, по лемме 4.5,

Поскольку Si есть множество формул сложности
, отсюда следует, что

Поскольку  имеет сложность , по лемме 4.3
получаем

δ γ2<
βγ δ δ+ϕ γ

α α αα∪ ≡1 1( )
' ''R R R .

βγ ≥ ϕ γ� 2 1( ) βδ + ϕ γ ≤ γ1 2( )

α α' < δ γ2<

�

λ

�

γ γ γ…1 2, , , n

+α α α γ 1= min{ : ( ) = }.i if

+γ 1i

+α α 1[ , )i i α0 = 0 α λ:=n

−

−

γ γ γ
αα α∪ ∪ ∪�

1 1

11 << <:= R R R .n n

n nnS

−α ≤ α α1 <i i
γ γ
α αα≡R R .i i

i

αi
β βα = α + ω + + ω�

1: k
i α j

ββα + ω + + ω�

1 j α α0 :=
� α γ( ) =j if

βγ ≥ γ ≥ ϕ γ�( ) ( )i i ij
γi

βϕ
j

…= , ,0j k

γ γ
αα α≡R R .i i

ji j

= 0j �

<i n + α≡1 <i ii
S S

+ + +
++ +

γ γ γ
α αα α α≡ ≡1 1 1

11 1<<R R R .i i i

i ii i i

αΠ< i

γ γ+ +
+ αα α+

γ γ +
− α α

≡ ∪ ≡ ∪ ≡

≡ ∪ ∪

1 1
1 < 1

1
1 <

R R

R R .

i i
i i iii i

i i
i i i

S S S

S

−1iS
−αΠ

1< i

Теперь индукцией по  мы покажем, что
-спектр консервативности теории  совпадает

с . Теорема 4.4 получается отсюда при .
Для  утверждение тривиально.

Допустим, что утверждение имеет место для i и
докажем его для i + 1. По лемме 4.6  = or-
dα(Si) для всех . Поэтому мы можем считать,
что . В этом случае, поскольку слож-
ность теории  есть  и  корректна,

Наконец, по лемме 4.5

Значит, . Теорема 4.4 до-
казана.
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We study a generalization of the notion of conservativity spectrum of an arithmetical theory to a language with
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