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Рассматривается задача оптимального управления двумя несинхронными осцилляторами при на-
личии скалярного ограничения на управление по критерию быстродействия в задаче разгона из со-
стояния покоя. Особенность данной задачи заключается в том, что в терминальный момент фазо-
вые координаты второго осциллятора снова становятся равными нулю. Для заданного количества
неизвестных моментов переключения, определяющих оптимальное релейное управление, предло-
жены необходимые условия экстремума в виде нелинейных матричных равенств. Исследование не-
обходимых и достаточных условий экстремума позволило в фазовом пространстве первого осцил-
лятора найти аналитический вид кривой, соответствующей классу двух переключений управления,
которая также отделяет множества достижимости класса трех переключений управления.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Задачи с недостатком ресурса управления, ко-

гда размерность вектора управления меньше или
значительно меньше размерности пространства
состояний физической системы, имеют широкое
применение на практике. Колебательные систе-
мы, такие как электрические контуры, механиче-
ские системы, квантовые осцилляторы и другие
физические системы, управляемые одной внеш-
ней силой, являются примерами подобных си-
стем. Математические модели, описывающие ди-
намику различных систем, представляют собой
системы несинхронных осцилляторов c ограни-
чением не только на размерность вектора управ-
ления, но и на его максимальную амплитуду [1–5].
В результате управления такими системами зача-
стую необходимо, чтобы одна из подсистем как
можно быстрее пришла в требуемое положение,
тогда как вторая система должна остаться в состо-
янии покоя в терминальный момент. Если в каж-
дый осциллятор системы входит отдельное управ-
ление, тогда задача оптимального быстродей-
ствия может быть решена путем рассмотрения

отдельных одиночных осцилляторов, для кото-
рых В.Г. Болтянским в [6] был приведен синтез
оптимального управления. Впервые подобные за-
дачи оптимального управления системой многих
маятников были исследованы академиком РАН
Ф.Л. Черноусько в [1], где приведено доказатель-
ство существования решения задач об оптималь-
ном по быстродействию гашении колебаний и об
оптимальном по быстродействию разгоне систе-
мы маятников с различными частотами колеба-
ний, и указано, что данная задача при некотором
соотношении частот осцилляторов была исследо-
вана С.А. Михайловым. Условия экстремума в
классе  переключений управления, где N –
количество осцилляторов, приведены в [5], а син-
тез асимптотически оптимального управления
для системы из произвольного числа линейных
осцилляторов при общем ограниченном управле-
нии был представлен в работах [7, 8]. Одним из
ключевых вопросов при поиске решения являет-
ся исследование достижимости и управляемости
системы двух несинхронных осцилляторов с
ограниченным и скалярным управлением, что
может быть показано как на основе геометриче-
ской теории управления [9], а именно: теоремы
Суссмана-Джарджевича и теоремы Пуанкаре, так
и с использованием результата классической тео-
рии оптимального управления, теоремы ЛаСал-
ля-Конти [10]. В настоящей работе будут предло-
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жены условия экстремума, при помощи которых
удается описать множество достижимости перво-
го осциллятора в системе двух несинхронных ос-
цилляторов, а также выделить в нем подмноже-
ства, соответствующие различным классам пере-
ключений управления.

2. ЗАДАЧА СКАЛЯРНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
ДВУМЯ ОСЦИЛЛЯТОРАМИ

2.1. Уравнения ПМП
Рассматривается следующая задача быстро-

действия для системы, состоящей из двух несин-
хронных осцилляторов:

(1)

(2)

(3)

Для исследования задачи (1)–(3) и получения
решения применяется принцип максимума Понт-
рягина (ПМП). Поскольку динамика (1) описыва-
ется следующей системой векторных полей

(4)

(5)

то упростить запись условий принципа максиму-
ма можно, введя неканонические координаты,
построенные по векторным полям управляемой
системы и их коммутаторам. Соответствующие
линейные на слоях кокасательного расслоения
гамильтонианы имеют вид

(6)

где  – элемент кокасательного пространства.
Укороченный гамильтониан системы векторных
полей (4) записывается в неканонических коор-
динатах в следующем виде

(7)

а условие максимума представляется в виде мак-
симизации (7) по всем допустимым управлениям
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Установить соответствие между скобками
Пуассона гамильтонианов (6) и скобками Ли со-
ответствующих векторных полей (5) можно при
помощи следующей леммы [9]

Л е м м а  1. Пусть ,   . Тогда:

• ,

• .
Согласно Лемме 1, можно выписать векторные
поля, составляющие алгебру Ли, используя сле-
дующие ненулевые скобки Ли:

Скобка Ли  в свою очередь является линей-
ной комбинацией векторных полей .

Для системы (4) выполнена теорема Суссма-
на-Джарджевича о сильной достижимости.

Т е о р е м а  1 (Суссман-Джарджевич). Анали-
тическая система  обладает
свойством сильной достижимости в точке  тогда
и только тогда, когда размерность идеала алгебры
Ли, порожденной системой, совпадает с размерно-
стью пространства состояний

В силу линейной независимости векторов f2, f3,
, их линейная оболочка будет являться следу-

ющим идеалом алгебры Ли

. Поэтому справедлива следующая
лемма.

Л е м м а  2. Система (1) с ограниченным и ска-
лярным управлением является сильно достижимой.

Выполнение рангового условия управляемо-
сти Калмана и равенство нулю собственных зна-
чений структурной матрицы динамики системы
позволяют применить теорему ЛаСалля-Конти
[11] для доказательства леммы

Л е м м а  3. Система (1) с ограниченным и скаляр-
ным управлением является глобально управляемой.

Далее, согласно Лемме 1, вычисляются соответ-
ствующие скобки Пуассона для системы ПМП:
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Объединяя все полученные компоненты, форми-
руется вертикальная система ПМП:

(9)

2.2. Исследование вертикальной подсистемы
Последние четыре уравнения системы (9) со-

ставляют следующую систему линейных одно-
родных дифференциальных уравнений

(10)

После замены: , матри-
ца A примет вид

Л е м м а  4. Cистема (10) не имеет первых инте-
гралов в виде линейной комбинации , но об-
ладает двумя первыми интегралами в виде квадра-
тичных форм:

(11)

(12)

С л е д с т в и е  1. Из двух первых интегралов
(11), (12) можно составить две неотрицательно
определенные квадратичные формы:
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(14)
Для поиска решения системы (10) вычисляются

собственные значения матрицы , которые равны
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Поэтому решение  системы (10) имеет следую-
щий вид

Следовательно, согласно (8), вид оптимально-
го управления определяется функцией h2(t), кото-
рая называется функцией переключения управ-
ления, следующим образом

(15)

Эта функция определяется однозначно и не мо-
жет быть равна нулю на целом интервале, за ис-
ключением изолированных точек, что приводит к
отсутствию особых режимов управления.

3. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ 
ЭКСТРЕМУМА

Управление u*(t), согласно (15), является ре-
лейным. Переключения управления происходят в
моменты времени . Пусть  – дли-
тельности n-го интервала постоянства управле-
ния, . Тогда u*(t) c  переключением и

 интервалами постоянства управления
имеет вид, представленный на рис. 1.

Решение системы (1) для двух несинхронных
осцилляторов с граничными условиями (2) запи-
сывается следующим образом [1, 12]:
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Учитывая вид оптимального управления u*(t),
можно записать решение системы (16) при раз-
личных значениях K. Стоит также отметить, что
управление на первом интервале может быть вы-
брано как , так и , для чего вводится параметр k,
равный 0 и 1 соответственно.

(17)

Функция  равна нулю в моменты времени
, когда происходят переключения

управления.

. (18)

Уравнение (18) в матричной форме имеет вид

(19)

где

Объединяя все уравнения (19), можно записать
следующую систему

(20)

Поскольку в моменты  выполнено

(19), то условие невырожденности вектора C эк-
вивалентно K – 4 равенствам

(21)

Справедлива следующая теорема
Т е о р е м а  2 (Необходимые условия экстре-

мума). Любое решение задачи (1)–(3) в классе ре-
лейных управлений (15) удовлетворяет совместной
системе (17) и (21).

З а м е ч а н и е  1. В случае, когда управление
имеет три переключения, а число интервалов по-
стоянства управления равно четырем, для нахожде-
ния интервалов  достаточно использовать только
уравнения системы (17).

З а м е ч а н и е  2. В случае, когда , по-
лучаем следующее условие невырожденности век-
тора C
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Рис. 1. Вид оптимального управления u*(t).
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БЕРЛИН, ГАЛЯЕВ

и для нахождения интервалов  совместно с (17)
можно использовать  уравнений из набо-
ра (23).

Используя теорему 2, можно вычислить все
требуемые моменты переключения .
Полученные значения позволят определить век-
тор C как вектор ядра соответствующего линей-
ного отображения в (20). Отсюда следует еще од-
но необходимое условие экстремума, которое
формулируется в виде следующей леммы.

Л е м м а  5. Экстремальное управление u*(t) с
вектором C, полученным из (20) для случая K – 1 пе-
реключения, содержит ровно K – 1 переключение
управления.

П р е д л о ж е н и е  1 (Достаточные условия
оптимальности). Существует единственный (с
точностью до множителя) вектор C, определяю-
щий по теореме 1 оптимальное управление u*(t).

4. ФАЗОВАЯ ПЛОСКОСТЬ ПЕРВОГО 
ОСЦИЛЛЯТОРА

Для иллюстрации полученных теоретических
результатов приводится пример, когда управле-
ние имеет два, три и четыре переключения для
различных конечных состояний первого осцил-
лятора ( ). Выбраны следующие параметры
системы:

В [10] при исследовании зависимости количе-
ства классов переключений от значения  наблю-
далось обнуление интервала  в классе четырех
переключений. Обнуление внутреннего интерва-
ла приводит к классу двух переключений, для ко-
торого справедлива следующая лемма

Л е м м а  6. В классе двух переключений для ин-
тервалов постоянства управления , ,  справед-
ливы функциональные зависимости

Различные классы управления представлены
на рис. 2. Голубая и красная области отвечают
классу трех переключений с начальным управле-
нием  соответственно. Класс четырех пере-
ключений представлен оранжевой и зеленой об-
ластями с управлением на начальном интервале

 соответственно. Классы трех переключений
управления разделяются между собой параметри-
ческими кривыми, полученными по лемме 5. Об-
нуление внутреннего интервала управления в
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ε −ε,
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классе четырех переключений приводит к кривым
(синяя и зеленая), соответствующим классу двух
переключений при различных начальных управле-
ниях. Обнуление крайнего интервала управления в
классе трех переключений также приводит к клас-
су двух переключений (оранжевая и красная кри-
вые).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Необходимые условия экстремума задачи оп-
тимального быстродействия в системе, состоя-
щей из двух несинхронных осцилляторов, сфор-
мулированные в виде Теоремы 1, позволяют най-
ти моменты переключения в любом классе
переключений управления. Сформулирована
Лемма 5, связывающая получаемое управление с
выбранным классом переключений. Для задан-
ных частот и фиксированного ограничения на
управление построено множество достижимости
на фазовой плоскости первого осциллятора для
классов трех и четырех переключений. Получены
аналитические выражения для описания кривой
класса двух переключений, которая разделяет об-
ласти трех переключений с различным управле-
нием на начальном интервале. Предложенный в
работе подход может быть распространен на си-
стемы, состоящие из произвольного числа осцил-
ляторов, в том числе и с учетом произвольных
терминальных условий второго и следующих ос-
цилляторов.

Рис. 2. Точки фазовой плоскости первого осциллятора.
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EXTREMUM CONDITIONS FOR LIMITED SCALAR CONTROL 
OF TWO NON-SYNCHRONOUS 

OSCILLATORS IN THE TIME-OPTIMAL CONTROL PROBLEM
L. M. Berlina and Corresponding member of the RAS A. A. Galyaeva

a Institute of Control Sciences of the RAS, Moscow, Russian Federation

The time-optimal control problem of two non-synchronous oscillators with a restriction on a scalar control
in the problem of acceleration from rest is considered. For a given number of unknown switching moments
that determine optimal relay control, the necessary extremum conditions in the form of nonlinear matrix in-
equalities are proposed. The study of the necessary and sufficient conditions of the extremum made it possi-
ble to find an analytical form of the curve corresponding to the class of two switches in the phase space of the
first oscillator.

Keywords: optimal control, harmonic oscillator, Pontryagin’s Maximum Principle, limited scalar control
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