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В статье получен результат, касающийся решения задачи о максимальном повороте твердого тела на
заданном интервале времени путем перемещения подвижной внутренней массы. Движения массы
реализуются при помощи приложения ограниченной силы. Ранее рассматривались аналогичные
задачи, в которых перемещения внутренней массы предполагались кинематическими с ограниче-
ниями на скорость точки. Полученный результат описывается аналитическими и легко проверяе-
мыми формулами, оптимальная траектория подвижной массы является спиралью, которая накру-
чивается на центр масс твердого тела с возрастающей до бесконечности частотой.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Рассматривается задача о максимальном угле

поворота за заданное время плоского твердого те-
ла при помощи ограниченных внутренних сил,
реализуемых в процессе движения внутренней
точечной массы.

Более точная постановка задачи следующая.
Рассматривается плоское твердое тело, которое
может совершать плоское движение и на которое
не действуют никакие внешние силы. Внутри
этого тела имеет возможность двигаться (в плос-
кости тела при помощи актюаторов) материальная
точка. Перемещение точки осуществляется по-
средством управляющей внутренней силы, кото-
рая ограничена по модулю и может быть ориенти-
рована в произвольном направлении в плоскости
движения системы. На координаты и скорости
точки (относительно твердого тела) не накладыва-
ются никакие ограничения (кроме условий диф-
ференцируемости). Требуется выбрать такой до-
пустимый закон изменения управляющей силы,
чтобы повернуть тело на максимальный угол за
заданное время.

Ранее подобного рода модели (твердое плос-
кое тело, взаимодействующее с подвижной внут-
ренней массой) рассматривались в качестве при-

меров, иллюстрирующих закон сохранения кине-
тического момента системы материальных точек
(см., например, т. 2, пункт 333 на стр. 38 трактата
П. Аппеля [1], учебник Я.В. Татаринова [2], зада-
ча 45 на стр. 226). Отметим, однако, что движение
подвижной массы (насекомого, по терминологии
П. Аппеля из [1]) рассматривалось с кинематиче-
ской точки зрения, т.е. относительная скорость
подвижной массы считалась заданной функцией
времени (в частности, постоянной). В учебнике
[2] ситуация аналогичная. При формулировке та-
ких задач указывалось, что система “тело+точка”
в начальный момент находилась в покое, а затем,
в момент t = 0, точка начинала двигаться с неко-
торой постоянной относительной скоростью

. Ясно, что переход точки из состояния 
в состояние  не может произойти мгновенно и
реализуется при помощи приложения к точке неко-
торой ограниченной силы. Это обстоятельство при-
водит к необходимости определенной коррекции
как формулировок, так и полученных в [1, 2] отве-
тов к указанным задачам.

В настоящее время аналогичные модели рас-
сматриваются для исследования управляемых ро-
бототехнических устройств, предназначенных
для перемещения тел при помощи подвижных
внутренних масс (см. работы Ф.Л. Черноусько
[3–5], А.М. Шматкова [6]). В этих работах также
рассматриваются кинематические перемещения
внутренних масс, для которых управлением явля-
ется вектор скорости, реализующий необходимое
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оптимальное перемещение объекта (капсюльно-
го робота).

В настоящей работе рассмотренные выше мо-
дели применяются для оптимального поворота
объекта при помощи подвижной внутренней мас-
сы, перемещение которой осуществляется огра-
ниченной по модулю управляющей силой.

2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ, УРАВНЕНИЯ 
ДВИЖЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
На рис. 1 изображено сечение твердого тела,

центр масс которого находится в точке .  –
неподвижная система координат,  – подвиж-
ная поступательная система координат, связан-
ная с центром масс тела. Предполагаем, что оси
этих систем координат все время параллельны
друг другу. Внутри тела находится материальная
точка m, которая имеет возможность двигаться
посредством приложения внутренней силы F =
= . Для модуля силы F должно соблюдать-
ся следующее ограничение

(2.1)

Пусть  – масса точки ;  – масса тела и его
момент инерции относительно центра масс C со-
ответственно. Обозначим:

 – координаты центра масс C тела в си-
стеме координат ;  – угол поворота тела от-
носительно неподвижной системы координат

;
 – координаты точки m относительно по-

движной системы .
Учитывая, что при приложении к подвижной

точке m силы F, на тело в той же точке простран-
ства действует сила  (согласно третьему

C Oxy
ξηC

( , )T
x yF F

+ ≤2 2 2
0 .x yF F F

m m ,M J

,C Cx y
Oxy ϕ

Oxy
ξ η,

ξηC

= −'F F

закону Ньютона), запишем уравнения движения
центра масс и уравнение кинетического момента
тела относительно его центра масс.

(2.2)

Движение точки m определяется уравнениями
второго закона Ньютона.

(2.3)

Из (2.2) и (2.3) получим три уравнения

(2.4)

Далее, для упрощения записи, будем полагать
размерности системы единиц такими, что в (2.1) и
(2.4) , .

Третье уравнение в системе (2.4) можно проин-
тегрировать. Предполагая , окончательно
получаем следующую систему дифференциальных
уравнений

(2.5)

В правой части полученного третьего уравнения
в системе (2.5) добавлена константа C =
= , чтобы обеспечить выполне-
ние условия . Однако нетрудно показать,
что эту константу, при решении рассматриваемой
оптимальной задачи, можно опустить без ограни-
чения общности.

Систему (2.5) перепишем в стандартной форме
системы Коши, вводя обозначения

(2.6)

Получаем систему дифференциальных уравне-
ний в стандартной форме

(2.7)

Для системы (2.7) ставится следующая задача
оптимального управления.

Пусть заданы начальные условия 
(i = 1, 5) и время t = T. Требуется определить такой
закон изменения управляющих сил , кото-
рые удовлетворяют ограничениям (2.1), и обеспе-
чивают .

В классической формулировке задачи Л.С. Понт-
рягина последнее условие максимума можно за-
менить следующим

(2.8)
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Рис. 1. Тело с движущейся внутренней точечной мас-
сой.
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РОЗЕНБЛАТ

3. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПРИНЦИПА 
МАКСИМУМА И ФОРМУЛИРОВКА 

РЕЗУЛЬТАТА
В настоящем пункте приведены дифференциаль-

ные уравнения принципа максимума Л.С. Понтря-
гина для рассматриваемой оптимальной задачи и
излагается полученный результат.

В соответствии с принципом максимума
Л.С. Понтрягина [7], вводим сопряженные пере-
менные , соответствующие фазовым
переменным из (2.6), и гамильтониан H для ис-
ходной системы дифференциальных уравнений
(2.7) по формуле

(3.1)
Сопряженные переменные удовлетворяют следу-
ющей системе дифференциальных уравнений

В данном случае, используя (3.1), получим урав-
нения

(3.2)

Из последнего уравнения системы (3.2) следует,
что . Тогда система (3.2) приобрета-
ет следующий вид

(3.3)

Согласно принципу максимума оптимальное
управление F доставляет максимум функции H из
(3.1), и при ограничениях (2.1) имеет вид

(3.4)

Кроме того, так как на конечные значения xk(T),
 не наложено никаких ограничений,

должны быть выполнены условия трансверсаль-
ности

(3.5)
Дифференцируя дважды последние два уравне-
ния системы (3.3) и используя (2.7) и (3.4), полу-
чим следующие два уравнения для двух сопря-
женных переменных :

(3.6)

Таким образом, задача сводится к поиску реше-
ний системы 6-го порядка (3.6) на отрезке

, которые удовлетворяют краевым усло-
виям

(3.7)
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≤ ≤0 t T

( ) ( )= =3 4 0.p T p T

Мы можем понизить на две единицы порядок си-
стемы (3.6), записав следующие два ее интеграла

(3.8)

где  – произвольные постоянные, определя-
емые начальными и конечными условиями для
переменных . Система (3.8) является уже си-
стемой 4-го порядка. Можно еще понизить поря-
док системы (3.8) на две единицы при помощи
следующих замен

(3.9)

Из (3.8) и (3.9), обозначая , получаем
следующие 4 уравнения первого порядка

(3.10)

Отсюда получаем замкнутую систему трех диф-
ференциальных уравнений первого порядка от-
носительно трех функций  (уравнение для

 “отщепляется”):

(3.11)

Если в системе (3.11) поделить второе и третье
уравнения на первое и взять за независимое пере-
менное функцию ρ, то получим систему второго
порядка для двух переменных .

Таким образом, нам нужно найти такие реше-
ния системы (3.11) на отрезке , которые
удовлетворяют краевому условию , что-
бы обеспечить условие трансверсальности (3.7).
Аналитически эти решения удалось найти лишь в
том частном случае, когда . Справед-
ливо следующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е  1. Система (3.11) в случае
 имеет частное решение, которое дает-

ся соотношениями

(3.12)

Справедливость утверждения 1 устанавливает-
ся непосредственной проверкой.

Далее, используя первые два уравнения систе-
мы (3.11) и соотношения (3.12), получим искомые
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решения системы (3.6) как функции времени на
отрезке :

(3.13)

Используя формулы (3.6) и (3.13), получаем выра-
жения для оптимальных управлений

(3.14)

Подставляя функции из (3.14) в уравнения
движения (2.7), находим соответствующие опти-
мальные траектории точки в системе координат

 и максимальный угол поворота тела. Не-
сложно получить, что эти траектории представля-
ют собой спирали, закручивающиеся вокруг цен-
тра масс C бесконечное число раз. В конце этого
процесса, при , направление управляющей
силы меняется с увеличивающейся до беско-
нечности частотой.

В формулах (3.14) α0 – произвольная констан-
та из интервала [0, 2π]. Используя (3.14), мы мо-
жем решить полную систему уравнений (2.7),
(3.3) на отрезке  и определить все те на-
чальные условия , при которых
соблюдены условия трансверсальности pk(T) = 0,

. Проводя элементарные выкладки, мы
получаем следующий результат.

У т в е р ж д е н и е  2. Если начальные условия в
рассматриваемой задаче удовлетворяют следую-
щим параметрическим соотношениям

(3.15)

то при управляющих силах из (3.14) тело за время T
повернется на максимальный угол. При этом опти-
мальные траектории спиралеобразно стремятся к
точке

Справедливость утверждения 2 следует из
принципа максимума Понтрягина и непосред-
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ственного интегрирования системы уравнений
(2.7), (3.3) при функциях , вычисляемых по
формулам (3.14).

З а м е ч а н и е  1. В силу однородности про-
странства в формулах (3.15) можно принять

. Тогда искомые начальные условия будут
такими

Оптимальное управление из (3.14) примет вид

Решая систему (2.5) при указанных начальных
условиях и управлениях , получим следую-
щие формулы для координат и скоростей

(3.16)

Из (3.16) следует, что оптимальный угол поворота

равен , траектории точки по

координатам и скоростям приближаются спира-
леобразно в точку нуль. На рис. 2, 3 представлены
графики траекторий точки, соответственно, по
координатам и скоростям.

4. РЕШЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 
МЕТОДОМ ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТ

В предыдущем пункте решение задачи
Л.С. Понтрягина осуществлялось в декартовых
координатах. В настоящем пункте исходная зада-
ча оптимального управления решается с исполь-
зованием полярных координат. Такой метод поз-
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воляет сократить выкладки и лучше прояснить
механический смысл полученных результатов.

В системе (2.7) перейдем к полярным пере-
менным по формулам

(4.1)

Тогда система (2.7) примет вид

(4.2)

В (4.2) приняты следующие обозначения

(4.3)

Согласно (4.3),  суть проекции управляющей
силы F на оси скоростной системы координат
(касательную и нормаль, соответственно, к тра-
ектории точки в декартовой системе координат

). Ясно, что эти проекции также удовлетворя-
ют ограничению

(4.4)

Путем несложных преобразований можно сокра-
тить число уравнений в системе (4.2). В результа-
те получаем следующую систему четырех диффе-
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ренциальных уравнений для четырех переменных

(4.5)

Для системы (4.5) ставится аналогичная пункту 2
оптимальная задача. Найти функции , кото-
рые при ограничениях (4.4) и заданных началь-
ных условиях  обеспечи-
вают для решения системы (4.5) .

Используя принцип максимума Л.С. Понтряги-
на, вводим сопряженные переменные ,
которые соответствуют исходным переменным

 в написанном порядке. Далее составля-
ем гамильтониан, который запишем в следующем
виде

(4.6)

В соответствии с принципом максимума оптималь-
ные функции  реализуют максимум функции
H из (4.6), и при ограничениях (4.4) имеют вид
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Рис. 2. Оптимальные траектории точки по координатам.
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Рис. 3. Оптимальные траектории точки по скоростям.
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(4.7)

Из дифференциальных уравнений для сопряжен-
ных переменных следует, что , т.е. p4 = λ =
= . Записывая уравнения для других со-
пряженных переменных, присоединяя к ним ди-
намические уравнения (4.5) и используя равен-
ства (4.7), получаем следующую систему шести
дифференциальных уравнений для шести функ-
ций 

(4.8)

В системе (4.8) приняты обозначения из (4.7).
Кроме того, так как на исходные переменные ρ(t),

 при t = T не наложено никаких ограниче-
ний, то должны быть выполнены условия транс-
версальности

(4.9)

Таким образом, требуется решить систему диф-
ференциальных уравнений (4.8) на отрезке

 при заданных начальных условиях для
переменных  и условиях трансверсально-
сти (4.9) для переменных . Для некото-
рых начальных условий это удалось сделать ана-
литически.

Перейдем в системе (4.8) к независимой пере-
менной . Для этого поделим обе части всех урав-
нений, начиная со второго, на первое уравнение.
Получим систему пяти уравнений для пяти пере-
менных  (производная по  обозна-
чается штрихом)

(4.10)

Система (4.10) имеет два интеграла
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(4.11)

(4.12)

Интеграл (4.11) получается непосредственно из
третьего и четвертого уравнений системы (4.10).
Интеграл (4.12) следует из сохранения значения
функции Гамильтона (4.6) при значениях  из
(4.7) в силу уравнений (4.8). Константы h, H в
(4.11) и (4.12) определяются заданными началь-
ными условиями для  и условиями транс-
версальности (4.9).

Благодаря интегралу (4.11), можно понизить
порядок системы (4.10). Введем вместо  но-
вую переменную σ по формулам

(4.13)

Тогда интеграл (4.11) соблюдается автоматиче-
ски, а система (4.10) будет эквивалентна следую-
щим четырем уравнениям для четырех перемен-
ных 

(4.14)

В уравнениях (4.14)  даются формулами (4.13), а
p0, q определяются обозначениями из (4.7).

Введем новую переменную p по формуле

(4.15)

Тогда имеем , и система уравне-
ний (4.14) примет вид

(4.16)

Рассмотрим такие начальные условия, для кото-
рых h = 0. В этом случае из интеграла (4.11) следу-
ет, что

(4.17)

Уравнения (4.16) приобретают вид
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(4.18)

Далее полагаем . Тогда система (4.18) при-
мет вид

(4.19)

Из формулы (4.12) для рассматриваемых началь-
ных условий получим следующий интеграл си-
стемы (4.19)

(4.20)

Уравнения (4.19) имеют стационарные решения
, для которых вы-

полнены соотношения

(4.21)

Эти решения удовлетворяют также интегралу
(4.20) при H = 0. Так как , то из (4.21) полу-
чим

(4.22)

Отметим, что в силу условий трансверсальности
(4.9), формул (4.17) и обозначений (4.15), имеем

. В результате прихо-
дим к решениям, полученным в пункте 2.

З а м е ч а н и е  2 .  Нетрудно установить, ис-
пользуя (4.7), (4.15) и первое равенство из (4.22),
что оптимальная сила F удовлетворяет соотноше-
ниям . Таким образом, сила F яв-
ляется постоянной по модулю (равным единице)
и всегда направлена под углом 45° к касательной
траектории подвижной точки в системе . Эта
сила является “следящей” по скорости точки. От-
метим, что в монографии В.Ф. Журавлёва и
Д.М. Климова [8] (см. пункт 3.5.2 на стр. 115) рас-
сматривалась задача о “следящей” силе по пози-
ции точки (сила была также постоянна по модулю
и всегда перпендикулярна радиусу-вектору точ-
ки). Спиралеобразные траектории движения точ-
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ки, полученные в монографии [8], вполне анало-
гичны траекториям в настоящей работе.

З а м е ч а н и е  3 .  В работе [9] численно ис-
следовалась задача об оптимальной раскрутке
плоской двухмассовой системы, где управлением
являлся ограниченный внешний момент, прило-
женный к одному из тел.

З а м е ч а н и е  4 .  Аналитические выражения
для оптимальных траекторий в рассматриваемой
задаче удалось получить лишь для достаточно уз-
кого класса начальных условий. При этом оказа-
лось, что оптимальные траектории подвижной
массы в конце интервала управления по спира-
лям приходят с нулевой предельной скоростью в
центр масс тела. Весьма вероятно, что аналогич-
ный эффект будет наблюдаться и для других на-
чальных условий. Однако для доказательства это-
го факта потребуются дополнительные численно-
аналитические исследования решений приведен-
ных в статье дифференциальных уравнений.

З а м е ч а н и е  5 .  При исследовании, редук-
ции и поиске первых интегралов дифференци-
альных уравнений настоящей статьи использова-
лись идеи и методы, которые были развиты в ра-
ботах [10, 11].
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The article describes the result obtained for the problem of a rigid body's maximum rotation in a given time
interval by moving a movable internal mass. The mass movement is achieved by applying limited force. Pre-
viously, similar problems were considered in which the displacements of internal mass were assumed to be ki-
nematic with restrictions on the point's speed. The obtained result is described by analytical, easily verifiable
formulas. The optimal trajectory of the moving mass is a spiral that coils around the center of mass of a rigid
body with a frequency increasing to infinity.
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