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Предложена математическая модель, которая не только генерирует сценарные прогнозы, но и од-
новременно формирует конкретные управленческие меры, направленные на подавление пандемии
и восстановление экономического роста. Разработанная модель взаимного влияния пандемии и
экономики является не только инструментом эффективного и адекватного прогнозирования, но и
способна имитировать различные сценарии, которые вполне могут соответствовать реальным эпи-
демиологическим процессам. Возможность практически управлять динамикой пандемии и ВВП с
целью стабилизации социально-экономического развития – одно из преимуществ этой модели.
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Математические модели, описывающие рас-
пространение эпидемии COVID-19, начали раз-
рабатываться практически одновременно с пер-
вой вспышкой заболевания в Китае в январе 2020 г.
В основе таких моделей лежат различные подхо-
ды, обзоры которых содержатся, например, в ра-
ботах [1–3]. Существенным недостатком боль-
шинства разработанных математических моделей
является их неспособность имитировать цикличе-
ские процессы, которые характерны для волнооб-
разной динамики заболеваемости коронавирусом.
Наконец, отсутствуют модели, которые генерируют
конкретные математически обоснованные разме-
ры и сроки осуществления мероприятий по пре-
одолению пандемии и направленных на обеспе-
чение экономического роста.

Данная работа посвящена математическому
моделированию процессов преодоления панде-
мии и восстановления экономического роста, а
также моделированию необходимых объемов ан-
тикризисных мер и эффективных сроков их про-
ведения. В качестве базовых экономико-матема-
тических моделей были использованы модель
Кермака–Маккендрика [4] и модель Сандерсона
[5, 6].

Предложенная В. Кермаком и А. Маккендри-
ком [4] модель является классической SIR-моде-
лью распространения инфекции и состоит из
3 дифференциальных уравнений. Отдельные экс-
перты считают ошибочным использование SIR-
моделей для описания пандемии коронавируса
[7]. Действительно, в этой модели считается, что
переболевшие индивиды приобретают иммуни-
тет и не могут быть заражены вторично. Для пан-
демии COVID-19 это предположение не выпол-
няется. Более того, в SIR-модели не учитывается
процесс вакцинации от вирусной инфекции.
В этой связи мы добавили в SIR-модель четвертое
“вакцинное” уравнение и ввели поправочные
компоненты, которые учитывают возможность
повторного заражения и другие нюансы. Кроме
того, поскольку при практическом моделирова-
нии приходится оперировать дискретными зна-
чениями статистики, то целесообразен переход от
дифференциальных уравнений к разностным
уравнениям. В результате мы получили эпидемо-
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математическую модель в виде дискретной систе-
мы уравнений:

(1)

Здесь Sj, Ij, Rj, Vj – соответственно численности
восприимчивых к заражению (не болевших
COVID, но и не сделавших вакцинацию), боль-
ных COVID, выздоровевших, полностью вакцини-
рованных (двумя дозами) граждан; r − коэффици-
ент скорости заражения COVID; ν − коэффициент
интенсивности выздоровления инфицированных
индивидов; q и b – коэффициенты вакцинации со-
ответственно для не болевших и переболевших
COVID; d − коэффициент ревакцинации; с − ко-
эффициент повторного заражения COVID; a −
коэффициент флуктуации населения, который
учитывает эффект изменения численности насе-
ления в результате рождаемости и смертности и в
силу миграции граждан.

В качестве примера рассмотрим коронавирус-
ную статистику по России [8]. Высший пик заболе-
ваемости пришелся на февраль 2022 г., причем ди-
намика заболеваемости имела “пилообразную”
конфигурацию. Рисунок 1 содержит ежедневные
показатели новых заражений коронавирусом среди
граждан России в феврале. Динамика заболевае-
мости имеет четко прослеживаемую цикличность
с периодом 7 дней.

Покажем, что модель (1) позволяет генериро-
вать циклические траектории с требуемой перио-
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дичностью. Из выше изложенного следует, что
интерес представляют циклы с периодом 7 дней.
В результате компьютерного эксперимента были
подобраны численные значения параметров си-
стемы (1):

C помощью приближенных методов были найде-
ны начальные условия, при которых система (1)
моделирует периодическую орбиту с периодом 7:

(2)

Осуществленная на основании статистиче-
ских данных [8] верификация периодической ор-
биты, смоделированной системой (1) с начальны-
ми условиями (2), позволяет получать прогнози-
руемые циклы для COVID-19, адаптированные к
эпидемиологическим реалиям. Рисунок 1 содер-
жит график смоделированного краткосрочного
прогноза для возможных колебаний коронави-
русной динамики на март 2022 г.

Коронавирусная эпидемия спровоцировала
глобальный экономический кризис. В России
[9, 10] по итогам 2020 г. ВВП на душу населения
упал на 2.07%, нарушив тенденцию к росту в

= =
= α =

v2.14970486321458; 1.80089137686731;
1.25507485843425; 1.94597445654447;

r
q

=
=
=

0.0247039444045711;
0.0619984179153856;
0.00807089279296773.

b
c

d

=
=

�

�

0

0

0.539753228690255;
0.946101872256248;

S
I

� =
=�

0

0

  2.23329875094284;
3.89439991609052.

R
V

Рис. 1. Смоделированный прогноз заболеваемости коронавирусом в России.
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предыдущие до пандемии годы. Для математиче-
ской интерпретации взаимного влияния панде-
мии и экономики мы воспользовались двумя
уравнениями из предложенной В. Сандерсоном
[5, 6] дискретной модели, которая называется мо-
делью Wonderland (“Чудесная страна”) и описы-
вает взаимосвязь экономических, демографиче-
ских и экологических процессов.

В итоге получена математическая модель вза-
имного влияния пандемии и экономики:

(3)

Здесь коэффициенты  являются кон-
стантами; yj – ВВП на душу населения. Через zj
обозначается уровень преодоления пандемии
( ). В случае  считается, что эпиде-
миологическая обстановка находится в идеаль-
ном состоянии и заражение COVID полностью
отсутствует. Значение  выражает противо-
положный предельный случай, когда размеры
пандемии настолько велики, что возникает мак-
симальная угроза для человеческого здоровья и
экономики.
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Государство заинтересовано в преодолении
пандемии, восстановлении экономического ро-
ста и возвращении социально-экономической
обстановки в устойчивый режим. С математиче-
ской точки зрения устойчивому режиму соответ-
ствует неподвижная точка системы (3). Для на-
хождения неподвижной точки правые части в (3)
приравниваются соответственно Sj,Ij,Rj,Vj,zj,yj и
вычисляются координаты неподвижной точки .

Поскольку для показателей заболеваемости и
выздоровления характерна хаотичность, то в це-
лях преодоления хаотичной динамики осуще-
ствим модификацию модели (3), используя ре-
зультаты из современной теории управления хао-
сом. Введем обозначения

и запишем систему (3) в векторной форме:

(4)
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Рис. 2. Смоделированные прогнозы динамики заболеваемости и выздоровления.

Болеющая COVID доля населения Выздоровевшая доля населения

Cмоделированный прогноз заболеваемости

0.005

0.010

0.015

Cмоделированный прогноз выздоровления

0.025

0.035

0.040

0.020

0.030

0

ян
в.

 2
0

ф
ев

. 2
0

м
ар

. 2
0

ап
р.

 2
0

ию
н.

 2
0

ию
л.

 2
0

ав
г. 

20
се

н.
 2

0
ок

т.
 2

0
но

я.
 2

0
де

к.
 2

0

м
ай

 2
0

ян
в.

 2
1

ф
ев

. 2
1

м
ар

. 2
1

ап
р.

 2
1

ию
н.

 2
1

ию
л.

 2
1

ав
г. 

21
се

н.
 2

1
ок

т.
 2

1
но

я.
 2

1
де

к.
 2

1

м
ай

 2
1

ян
в.

 2
2

ф
ев

. 2
2

м
ар

. 2
2

ап
р.

 2
2

ию
н.

 2
2

ию
л.

 2
2

ав
г. 

22
се

н.
 2

2
ок

т.
 2

2
но

я.
 2

2
де

к.
 2

2

м
ай

 2
2

ян
в.

 2
3

ф
ев

. 2
3

м
ар

. 2
3

ап
р.

 2
3

ию
н.

 2
3

ию
л.

 2
3

ав
г. 

23
се

н.
 2

3
ок

т.
 2

3
но

я.
 2

3
де

к.
 2

3

м
ай

 2
3

ян
в.

 2
4

ф
ев

. 2
4

м
ар

. 2
4

ап
р.

 2
4

ию
н.

 2
4

ию
л.

 2
4

м
ай

 2
4



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 505  2022

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРЕОДОЛЕНИЯ 27

Рис. 3. Смоделированный прогноз динамики вакцинирования.
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Рис. 4. Смоделированный прогноз восстановления роста ВВП на душу населения в России.
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Совершив линеаризацию системы (4) в
окрестности неподвижной точки w# и затем при-
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менив метод Пирагаса [11], получим модифици-
рованную систему:

(5)

где U(j) является функцией управления, предна-
значенной для стабилизации поведения решений
системы. На основании результатов работ [12, 13]
по стабилизации дискретных систем получается
функция управления следующего вида:

(6)
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+ − −
# # #

1 .
U j F w F w j A w w j w

P j w j w j



28

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 505  2022

САДОВНИЧИЙ и др.

Здесь P(j) – периодичная матрица, заданная фор-
мулой:

где , E – единичная матрица, О – нуле-
вая матрица,  – матрица Якоби для вектор-
функции F,  – неподвижная точка.

Дискретная система (5) характеризуется сверх-
высокой чувствительностью к изменениям пара-
метров. Таким образом, за счет вариации коэф-
фициентов модель (5) способна имитировать раз-
личные сценарии, которые вполне соответствуют
реальным эпидемиологическим и экономиче-
ским процессам. При моделировании с помощью
системы (5) будем использовать помесячную ста-
тистику.

В целях моделирования прогноза по преодоле-
нию пандемии и развитию экономики будем ре-
шать систему (5) с начальными условиями, кото-
рые соответствуют текущим реалиям. Согласно
статистическим данным [8–10] на конец февраля
2022 г. имеем

(7)

В результате компьютерного эксперимента
были подобраны численные значения парамет-
ров системы (5):

( ) ( )
{ }

− − − ==  ≠ ∈ …

12
# #( ( )) ( ) , 2 ,

, 2 ,  1, 2, 
kE A w A w E j nP j

O j n n

− < <1 1k
( )#A w

#w

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

= = =
= =

=

1 2 3

4 5

6

0 0.3748; 0 0.031;  0 0.0237;
0 0.5705; 0 0.4583;

  0 894.4  тыс. руб.

w w w
w w

w

По многочисленным экспертным оценкам, в
2022 г. ВВП России может снизиться на 7% и бо-
лее в результате западных санкций, направлен-
ных против российской военной спецоперации
на Украине. В этой связи при моделировании для
2022 г. использовались коэффициенты

а для 2023 и 2024 г. применялись

Решив систему (5) с начальными условиями
(7) мы получили прогнозные траектории, графи-
ки которых представлены на рис. 2–4.

Графики рис. 2, 3 наглядно демонстрируют,
что вакцинация населения является главным ин-
струментом в борьбе с COVID-19. Кроме того,
рис. 3, 4 указывают на существенную взаимосвязь
между преодолением пандемии и восстановлени-
ем экономического роста. Коэффициент корре-
ляции между полученными значениями w5(j) и
w6(j) составляет 0.79.

Разработанная модель (5)–(6) является не
только инструментом эффективного и адекват-
ного прогнозирования. Основное достоинство
этой модели заключается в том, что она дополни-

= = = =
γ = η = ω = − ρ =

0.001; 0.5; 0.3; 0.0011;
0.00004; 0.4; 0.86; 3.

a b c q

= λ = =
= δ =v

0.0000066667; 1; 0.7874015748;
0.3393700787; 0.1000958387,

d r

= λ = =
= δ =v

0.0000052632; 2; 1;
0.35;   0.0867999804.

d r

Таблица 1

Месяц
Масштабы 

вакцинации
(% населения)

Дополнительные 
инвестиции в 

экономику
(млрд. руб.)

Месяц
Масштабы 

вакцинации
(% населения)

Дополнительные 
инвестиции в 

экономику
(млрд. руб.)

мар.22 0.0 0.0 авг.23 0.0 1.3
апр.22 0.0 0.0 сен.23 1.1 146.0
май22 10.7 2720.9 окт.23 0.0 0.7

июн.22 0.0 0.0 ноя.23 0.8 102.2
июл.22 7.5 2179.2 дек.23 0.0 0.3
авг.22 0.0 0.0 янв.24 0.6 71.6
сен.22 5.2 1646.1 фев.24 0.0 0.2
окт.22 0.0 0.0 мар.24 0.4 50.1
ноя.22 3.7 1211.4 апр.24 0.0 0.1
дек.22 0.0 0.0 май24 0.3 35.1
янв.23 0.0 14.8 июн.24 0.0 0.0
фев.23 0.0 9.9 июл.24 0.2 24.5
мар.23 3.3 425.8 авг.24 0.0 0.0
апр.23 0.0 5.2 сен.24 0.1 17.2
май23 2.3 298.1 окт.24 0.0 0.0

июн.23 0.0 2.6 ноя.24 0.1 12.0
июл.23 1.6 208.6 дек.24 0.0 0.0
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тельно дает возможность практического управле-
ния динамикой пандемии и ВВП в целях стаби-
лизации социально-экономического развития.
Полученная в явном виде аналитическая форму-
ла (6) дает возможность определять конкретные
размеры и время проведения упреждающих кор-
ректировок.

В результате вычислений и верификации, про-
веденных на основе итогов моделирования, и с
учетом инвестиционного мультипликатора [14]
были получены помесячные значения для мас-
штабов вакцинирования и объемов дополнитель-
ных инвестиций, необходимых для преодоления
пандемии и обеспечения экономического роста.
Эти значения сведены в табл. 1, которая по сути
является графиком проведения превентивных
антикризисных мер.

На основании полученных результатов можно
сделать вывод, что для преодоления пандемии и
восстановления экономического роста необходи-
мо своевременно осуществлять упреждающие
корректирующие меры. Организацию и реализа-
цию управленческих мер способны выполнить
только государственные структуры. В соответ-
ствии с полученными в данной работе результата-
ми моделирования, на среднесрочную перспекти-
ву первоочередными задачами государства явля-
ются полная реализация программы вакцинации и
финансовая поддержка экономики в необходи-
мых объемах и сроках.
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MATHEMATICAL MODELING OF THE PROCESS OF OVERCOMING 
THE COVID-19 PANDEMIC AND RESTORING ECONOMIC GROWTH

Academician of the RAS V. A. Sadovnichiya, Foreign member of the RAS A. A. Akaevb,
A. I. Zvyagintsev c, and A. I. Sarygulovd

aMoscow State University, Moscow, Russian Federation
bMoscow State University Institute of Complex Systems Mathematical Research, Moscow, Russian Federation

cMikhailovskaya Military Artillery Academy, St. Petersburg, Russian Federation
dSt. Petersburg State University of Economics, St. Petersburg, Russian Federation

A mathematical model, which is proposed by authors, not only generates different scenario of development,
but also simultaneously forms specific management measures aimed at suppressing the pandemic and restor-
ing economic growth. The developed model of the mutual influence of the pandemic and the economy is not
only a tool for effective and adequate forecasting, but is also capable of simulating various scenarios that may
well correspond to real epidemiological processes. The possibilities to practically manage the dynamics of the
pandemic and GDP in order to stabilize socio-economic development – one of the advantage of this model.

Keywords: COVID-19, economic systems, governance models, restoring economic growth
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