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Подпространство H перестановочно-инвариантного пространства X сильно вложено в X, если на H
сходимость в X-норме и по мере эквивалентны. Получены необходимые и достаточные условия на
функцию Орлича M, при которых единичный шар любого подпространства, сильно вложенного в
пространство Орлича , имеет равностепенно непрерывные нормы в .
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§ 1. Банахово пространство E измеримых на
[0, 1] функций называется перестановочно-инва-
риантным (кратко r.i.), или симметричным, если
1) из того, что x измерима,  для всех

 и , следует  и ; 2) из
равноизмеримости функций x и y (это означает,
что

для каждого , где mes – мера Лебега на ),
и  следует, что  и . В частно-
сти, всякая измеримая функция x равноизмерима
со своей невозрастающей на (0, 1] перестановкой

, . Тео-
рия r.i. пространств изложена в монографиях [1–3].

Самый известный пример r.i. пространств –
пространства , . Их естественным
обобщением являются пространства Орлича [4, 5].
Пусть M – непрерывная выпуклая возрастающая
функция на , . Пространство Орли-
ча  состоит из всех измеримых на [0, 1] функ-
ций, для которых конечна норма Люксембурга

≤| ( )| | ( )|x t y t
∈ [0,1]t ∈y E ∈x E ≤|| || || ||E Ex y

: τ : τmes{ | ( )| > } = mes{ | ( )| > }t x t t y t

τ > 0 [0,1]
∈y E ∈x E || || = || ||E Ex y

= τ≥ : : > τ ≤*( ) : inf{ 0 mes{ | ( )| } }x t s x s t ≤0 < 1t

pL ≤ ≤ ∞1 p

∞[0, ) (0) = 0M
ML

Если , то  изометрически. Про-
странство LM сепарабельно тогда и только тогда,
когда M удовлетворяет -условию в бесконечно-
сти ( ), т.е.  для некоторого
C > 0 и всех достаточно больших u.

Для каждой функции Орлича M определим
следующие непустые компактные подмножества
пространства :

где convU – выпуклая оболочка множества U, а за-
мыкание берется в , а также индексы Мату-
шевской-Орлича в бесконечности:

Множество  определяет структуру подпро-
странств, порожденных последовательностями
попарно дизъюнктных функций в пространстве
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LM [6] (измеримые функции  и  дизъюнктны,
если  = 0). Легко

проверить, что .

Аналогично, если  – функция Орлича, то
пространство Орлича последовательностей  со-

стоит из всех последовательностей , для ко-
торых

Если ,  – непрерывная возрастаю-
щая вогнутая на [0, 1] функция, , то про-
странство Лоренца  состоит из всех измери-
мых на [0, 1] функций, для которых  :=

:=  < ∞.

Говорят, что (замкнутое линейное) подпро-
странство H r.i. пространства X сильно вложено в X,
если сходимость в X-норме и по мере на H экви-
валентны. В частности, в силу неравенства Хин-
чина [7, глава V, теорема 8.4] функции Радемахера

, , , порождают
сильно вложенное подпространство в Lp для каж-
дого 

Множество  имеет равностепенно непре-
рывные нормы в r.i. пространстве X, если

 = 0. Нетрудно пока-
зать, что подпространство H сильно вложено в X,
если его единичный шар 
имеет равностепенно непрерывные нормы в X.

Введенные понятия тесно связаны со свой-
ствами величины

где X – r.i. пространство, ,  – характери-
стическая функция измеримого подмножества

. Величина  в явном виде была вве-
дена Е.В. Токаревым в [8], хотя в случае 
она возникла гораздо раньше в классической ра-
боте М.И. Кадеца и А. Пелчинского [9]. Позднее
эта величина изучалась в работах [10] и [11].

Ясно, что всегда . Если H – под-
пространство r.i. пространства X и , то H
сильно вложено в X. Кроме того,  тогда
и только тогда, когда единичный шар  имеет
равностепенно непрерывные нормы в X.
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Вслед за [11] назовем r.i. пространство X бинар-
ным, если  принимает на его подпростран-
ствах H только два значения: 0 и 1. Как легко ви-
деть, r.i. пространство  бинарно, если единич-
ный шар  всякого сильно вложенного в X
подпространства  имеет равностепенно непре-
рывные нормы в X.

Согласно известной теореме Х.П. Розенталя
[12, теорема 13] пространство  бинарно, если

 (нетрудно показать, что последнее усло-
вие необходимо). В [11] (см. также [10]) этот ре-
зультат (при таком же условии на p) был распро-
странен на пространства Лоренца .

Будучи тесно связанной со свойствами под-
пространств, величина  является важной
геометрической характеристикой r.i. простран-
ства X. Как выяснено в настоящей работе, вопрос
о бинарности r.i. пространства X определяется
структурой подпространств X, порождаемых по-
следовательностями попарно дизъюнктных
функций в нем. Если в пространствах Лоренца

 она достаточно проста (всякая такая нор-
мированная последовательность содержит под-
последовательность, эквивалентную стандартно-
му базису в lp [13]), то в пространствах Орлича она
гораздо сложнее. В работе получены необходи-
мые и достаточные условия бинарности про-
странств Орлича.

§ 2. Всюду далее функция Орлича M удовле-
творяет условию: .

В доказательстве следующего ключевого
утверждения используются конструкции из рабо-
ты [14].

П р е д л о ж е н и е  1. Если в пространстве Ор-
лича  существует сильно вложенное подпро-
странство, единичный шар которого имеет не
равностепенно непрерывные нормы в , то для
некоторой  выполнено: .

Применяя предложение 1 вместе с результата-
ми работ [6] и [15], получаем

Т е о р е м а  1. Предположим, что 

для всякой функции . Тогда, если H – под-
пространство , то следующие условия эквива-
лентны:

(i) H не содержит бесконечномерных подпро-
странств, изоморфных подпространствам, порож-
денным в  попарно дизъюнктными функциями;
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X
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(ii) H сильно вложено в ;

(iii) единичный шар  имеет равностепенно не-
прерывные нормы в .

Следующее утверждение содержит легко про-
веряемые достаточные условия на функцию M,
при которых  для каждой .

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть M – функция Ор-
лича, . Предположим, что выпол-
нено хотя бы одно из следующих условий:

(a)  для некоторого 
и всех ;

(b)  и для некоторого 

(1)

Тогда  для каждой функции .
Как следствие, получаем вариант упоминав-

шейся теоремы Х.П. Розенталя о структуре под-
пространств -пространств для пространств Ор-
лича: если функция Орлича M удовлетворяет хотя
бы одному из условий (a) или (b) предложения 2 и
H – подпространство пространства Орлича LM, то
условия (i), (ii) и (iii) эквивалентны. Таким обра-
зом (см. § 1), в этом случае пространство LM би-
нарно.

Напомним, что функция Орлича M, ,
называется правильно меняющейся на бесконеч-
ности порядка p, если  = up.
Примером является функция M(u) =
=  где , а
вещественные числа  произвольны. Если
M – правильно меняющаяся на бесконечности
функция порядка p, то . Поэтому в силу
предложения 2 построенное по такой функции
пространство Орлича LM бинарно.

В следующей теореме приведено необходимое
условие бинарности пространства Орлича, кото-
рое зачастую также и достаточно.

Т е о р е м а  2. Если пространство Орлича 

бинарно, то . Если дополнительно вы-
полнено (1), то верно также обратное: из того, что

, вытекает бинарность LM.
Для подпространств, изоморфных простран-

ствам Орлича последовательностей, получен более
точный результат.

Т е о р е м а  3. Для того, чтобы единичный шар
 произвольного сильно вложенного подпростран-

ства H пространства Орлича LM, изоморфного не-
которому пространству Орлича последовательно-

стей, имел в LM равностепенно непрерывные нормы,

необходимо и достаточно, чтобы .
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BINARY ORLICZ SPACES
S. V. Astashkin

Samara National Research University, Samara, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS B.S. Kashin

A subspace H of a rearrangement invariant space X is strongly embedded in X if, on H, convergence in
the X-norm is equivalent to convergence in measure. Necessary and sufficient conditions on an Orlicz func-
tion M are obtained, under which the unit ball of any subspace, strongly embedded in the Orlicz space LM,
has equi-absolutely continuous norms in LM.

Keywords: rearrangement invariant space, strongly embedded subspace, Orlicz function, Orlicz space, Ma-
tuszewska–Orlicz indices
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