
45

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2022, том 506,
с. 45–48

МНОЖЕСТВА С НЕЧЕТНЫМИ РАССТОЯНИЯМИ 
И РАВНОУДАЛЕННЫЕ ВПРАВО ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

В ЧЕБЫШЁВСКОЙ И МАНХЕТТЕНСКОЙ МЕТРИКАХ

© 2022 г.   А. И. Голованов1,*, А. Б. Купавский1,2,**, А. А. Сагдеев1,***

Представлено академиком РАН В.В. Козловым
Поступило 17.05.2022 г.

После доработки 25.06.2022 г.
Принято к публикации 27.07.2022 г.

Мы рассматриваем две связанные задачи экстремальной геометрии в n-мерном пространстве  с
максимальной метрикой. В первой задаче мы показываем, что максимальный размер равноудален-

ной вправо последовательности точек в  есть . Здесь последовательность называется равно-
удаленной вправо, если каждая точка равноудалена от всех последующих. Во второй задаче мы дока-

зываем, что наибольшее число точек в  с попарно нечетными расстояниями есть 2n. Также полу-

чены частичные результаты для обеих задач в .
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для метрического пространства  назовем его
равносторонней размерностью наибольшее число
равноудаленных друг от друга точек в  и обозна-
чим это число через . Эта величина активно
изучалась для пространств  при . На-
помним, что -расстояние между двумя точками

 определяется по формуле

для любого вещественного , а в случае  –
по формуле
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Нетрудно проверить (см. [12]), что в евклидовом
случае , а в случае максимальной нор-
мы . Нижние оценки представляются
соответственно вершинами правильного тетраэд-
ра и гиперкуба. Однако про  известно на-
много меньше, когда . Например, для
Манхеттенской метрики  Алон и Пудлак [1] пока-
зали, что  для некоторой положи-
тельной константы c, в то время, как наилучшая из-
вестная нижняя оценка  получается из
рассмотрения вершин стандартного кроссполитопа
(т.е. точек, у которых все координаты нулевые,
кроме одной, равной ). Каснер [9] выдвинул
гипотезу о том, что нижняя оценка точна. Эта ги-
потеза была подтверждена лишь для n = 3 [2] и для
n = 4 [10]. Лучшие известные оценки для других
значений p на данный момент можно найти в [1,
14, 16, 17].

В настоящей работе мы рассматриваем две зада-
чи, связанные с равносторонней размерностью.
В первой задаче рассматриваются равноудаленные
вправо последовательности. Последовательность
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x(1), ...,  назовем равноудаленной вправо, ес-

ли  для всех  <
< . Неформально говоря, каждая точка
равноудалена от всех последующих.

В работе [11, Следствие 14] была доказана сле-
дующая общая теорема:

Т е о р е м а  1. Во всяком нормированном про-
странстве размерности  размер наибольшей рав-
ноудаленной вправо последовательности не превос-
ходит .

Позднее Полянский [13] улучшил эту оценку
до . Этот результат можно применить, в
частности, для доказательства верхней оценки на
размер множества с  различными расстояниями.

Нетрудно видеть, что максимальный размер
равноудаленной вправо последовательности в ев-
клидовом пространстве  равен n + 2. В качестве
примера можно привести центр правильного тет-
раэдра, после которого идут вершины тетраэдра в
произвольном порядке1. Иные результаты для
других  пока неизвестны.

В настоящей работе мы получаем оценки для
равноудаленных вправо последовательностей с
метриками  и .

Т е о р е м а  2. Для любого  максимальный
размер равноудаленной вправо последовательности

точек из  равен .

Т е о р е м а  3, Для любого  существует
равноудаленная вправо последовательность из

 точки в .

Вторая задача, которую мы рассматриваем, про-
исходит из работы [8]. Для данных  и 
можно построить  точек в  с попарно еди-
ничными расстояниями. В частности, наиболь-
шее число точек в  с попарно нечетными рассто-

яниями не меньше . В работе [8] показано, что
эта тривиальная нижняя оценка в сущности опти-
мальна в евклидовом случае. В частности, авторы
работы доказали следующее.

Т е о р е м а  4 ([8]). Наибольшее число точек в 
с попарно нечетными расстояниями равно n + 2, ес-
ли , и  в противном случае.

1 Этот пример не единственен. Более того, существует кон-
тинуально много попарно неизометричных последова-
тельностей максимального размера.
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Мы доказываем следующий аналогичный ре-
зультат для максимальной нормы. В частности,
это показывает, что естественная конфигурация,
заданная вершинами единичного гиперкуба, оп-
тимальна в любой размерности.

Т е о р е м а  5. Для любого  наибольшее чис-

ло точек в  с попарно нечетными расстояниями
есть 2n.

Случай с Манхеттенской метрикой не так про-
зрачен. Для всех  мы нашли явную кон-
струкцию из 7n точек в  с попарно нечетными
расстояниями. Из этого следует, что вершины
стандартного кроссполитопа не представляют
оптимальную конструкцию. С другой стороны,
лучшая верхняя оценка, которую мы получаем,
растет асимптотически как 

Т е о р е м а  6. Число точек  с попарно нечет-
ными расстояниями не превосходит  +
+ o(1)) при .

Вообще говоря, найденная нами верхняя
оценка также является верхней оценкой хрома-

тического числа пространства  с запрещенными
нечетными расстояниями. Интересно, что для ев-
клидовой плоскости неизвестно, конечно ли ее
хроматическое число с запрещенными нечетны-
ми расстояниями (см. [7]).

2. ИДЕИ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ 
ВЕРХНИХ ОЦЕНОК

При работе с метрикой  в обоих результатах
используется следующий инструмент. Напом-
ним, что частично упорядоченным множеством
(сокращенно чум) называется пара , где
S есть множество, а  – рефлексивное антисим-
метричное транзитивное отношение на его эле-
ментах. Назовем  сравнимыми, если 
или . В противном случае будем называть их
несравнимыми. Множество попарно сравнимых
элементов будем называть цепью, а попарно не-
сравнимых – антицепью.

Теорема Дилворта [4] утверждает, что размер
наибольшей антицепи во всяком чуме равен наи-
меньшему количеству цепей, в объединении даю-
щих все множество. Для доказательства наших
результатов в метрике  мы строим чумы, в кото-
ром нет больших цепей, а антицепями служат
конструкции меньшей размерности. В частности,
мы говорим, что , если  или если

 для всех  и при этом xn < yn.
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Например, в случае множеств с нечетными
расстояниями при таком построении всякая ан-
тицепь есть пример для размерности n – 1, а все
цепи имеют размеры не более 2. В таком случае
теорема Дилворта дает рекуррентное соотноше-
ние  на искомую оценку, что эк-
вивалентно . В случае равноудаленных
вправо последовательностей может найтись одна
цепь длины 3, после удаления которой все цепи
имеют длины не более 2, что приводит к похоже-
му соотношению , которое эк-
вивалентно .

Для доказательства верхней оценки случая не-
четных расстояний в  рассматривается решетка ,
порожденная векторами , 2en,
где  есть i-й базисный вектор. В каждой точке
этой решетки устанавливается копия уменьшен-
ного кроссполитопа . Ока-
зывается, что никакие две точки объединения ко-
пий этого тела не находятся на нечетном расстоя-
нии друг от друга. Также оказывается, что

асимптотически достаточно 

копий этого объединения, чтобы покрыть все
пространство, см. [5]. Из этого наблюдения и по-
лучается верхняя оценка.

3. ПОСТРОЕНИЕ КОНФИГУРАЦИИ, 
ДАЮЩЕЙ НИЖНЮЮ ОЦЕНКУ

Для того, чтобы построить пример равноуда-
ленной вправо последовательности в  или в

, достаточно рассмотреть вершины соответ-
ственно правильного гиперкуба или кроссполи-
топа. Если у этого многогранника m вершин, то
последовательность размера  можно по-
строить, зафиксировав вершину x, которая будет
последней, и затем в некотором порядке для каж-
дой из остальных вершин y добавлять в последо-
вательность  и , постоянно уменьшая λ. По-
рядок выбора вершин задается отдельно в каж-
дом случае. Оказывается, что при достаточном
уменьшении λ (например, на каждом шаге в
2 раза) полученная последовательность действи-
тельно оказывается равноудаленной вправо в
данной метрике.
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ODD-DISTANCE AND RIGHT-EQUIDISTANT SETS 
IN THE MAXIMUM AND MANHATTAN METRICS
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Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

We solve two related extremal-geometric questions in the n-dimensional space  equipped with the maxi-

mum metric. First, we prove that the maximum size of a right-equidistant sequence of points in  equals

. A sequence is right-equidistant if each of the points is at the same distance from all the succeeding

points. Second, we prove that the maximum number of points in  with pairwise odd distances equals 2n.

We also obtain partial results for both questions in the n-dimensional space  with the Manhattan distance.

Keywords: maximum metric, Manhattan metric, equilateral dimension, odd-distance sets, right-equidistant
sequences
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