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ВВЕДЕНИЕ

Пусть . Для измеримых по Лебегу на
 функций  n-мерный пря-

моугольный оператор интегрирования In задан
формулой

(1)

Двойственное к In преобразование  имеет вид

Пусть   и  весовые функции
на . Весовое пространство Лебега  состо-
ит из всех измеримых на  функций  f таких, что

. Далее будем иметь дело с ин-

тегральным неравенством Харди

(2)
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на конусе неотрицательных функций f из .
Константа  в (2) предполагается наимень-
шей из возможных и не зависит от  f.

Задача характеризации неравенства (2) хоро-
шо известна. Она равносильна нахождению кри-
териев ограниченности In из  в  и рас-
сматривалась многими авторами (см. [1–4] и
ссылки на литературу там же). Одномерный случай
этого неравенства полностью изучен (см. [5–7]).
Однако при  возникают трудности, препят-
ствующие характеризации (2) без дополнитель-
ных ограничений на  и w. Тем не менее хорошо
известен результат Е. Сойера для произвольных  и
w в случае . Обозначим /(p – 1)

и .
Т е о р е м а  1 [1, Theorem 1A]. Пусть  и

 Неравенство (2) выполнено для всех
неотрицательных  f на  тогда и только тогда,
когда одновременно выполнены три условия

(3)
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(5)

причем  с константами эквива-
лентности, зависящими только от параметров p и q.

Отметим, что в одномерном случае аналоги
условий (3)–(5) эквивалентны друг другу [8]. При
n = 2 это, вообще говоря, неверно. Более того, как
показано в [1, § 4] для , никакие два
условия из (3)–(5) не гарантируют выполнение
(2). Однако конструкция второго контрпримера
из [1, § 4] не переносится на случай 

Цель настоящей работы – получить новые
критерии выполнения неравенства Харди (2) при
n = 2 и , а также исследовать ком-
пактность  для всех .
Решение первой задачи содержится в теоремах 2 и 3
(см.  1). В теореме 4 найдены альтернативные до-
статочные условия на  и w для выполнения (2) в
случае  и . Напомним, что кри-
терий Е. Сойера ограниченности I2 из  в

 при  выражается конечно-
стью трех независимых функционалов (см. теоре-
му 1). В теореме 2 показано, что при  нера-
венство (2) характеризуется конечностью только
одного функционала. С некоторым ограничени-
ем на  и w аналогичное утверждение получено и
для  (см. теорему 3). В  2 представлены
условия компактности оператора I2 из  в

, а также характеризуется мера некомпакт-
ности  в случае .

Аналоги теорем 2 и 3 также справедливы для
двойственного оператора  и смешанных операто-
ров Харди, относительно деталей см. [1, Remark 1].

Билинейные весовые неравенства с прямо-
угольными операторами интегрирования изуче-
ны в [9]. Также некоторые аспекты многомерных
неравенств рассматривались в работах [10–13].

На протяжении всей работы запись вида
 означает  с некоторой константой

, зависящей только от параметров суммиро-
вания p и q. Мы пишем  в случае

. Символ  обозначает характери-
стическую функцию множества  Значки  и 
применяются для определения новых величин.

1. УСЛОВИЯ ОГРАНИЧЕННОСТИ

Обозначим
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где  и . Положим
 и

где последние два равенства получаются интегри-
рованием по частям.

Введем обозначения

Усилением теоремы 1 для  является сле-
дующее утверждение.

Т е о р е м а  2 [14]. Пусть . Нера-
венство

(6)

выполнено тогда и только тогда, когда , при
этом
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СТЕПАНОВ, УШАКОВА

где  и .
Напомним, что в случае  наилучшая кон-

станта C2 двумерного неравенства (6) эквивалент-

на  (см. теорему 1). Однако для  имеют
место неравенства

(7)

При этом . Таким
образом, правое неравенство в (7) и оценка сверху
в теореме 2 при  имеют blow-up эффект.

Новый результат в случае  формулирует
следующее утверждение.

Т е о р е м а  3. Пусть . Предполо-
жим, что весовая функция  удовлетворяет усло-
вию:

(8)

Кроме этого, для веса w выполнено условие:

(9)

Тогда неравенство (6) выполнено тогда и только
тогда, когда , при этом

(10)

где  и .
З а м е ч а н и е  1. Оценка снизу в (10) справед-

лива без требований (8) и (9) на весовые функции
 и w. В качестве весов, удовлетворяющих (8)

и (9), подходят, к примеру, , ,
и w(x, y) = , .

В завершение параграфа представим альтерна-
тивные достаточные условия выполнения неравен-
ства (6) без дополнительных ограничений на  и w.

Т е о р е м а  4. Пусть . Неравен-
ство (6) выполнено, если

(11)
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причем .
Верна также двойственная формулировка по-

следней теоремы с функционалом

вместо .
З а м е ч а н и е  2. Если веса  и w факторизуемы,

т.е. представляются в виде произведения одномер-
ных функций, то условие  (или ) не-
обходимо и достаточно для выполнения (6) в случае

, при этом  [4].

2. КОМПАКТНОСТЬ И МЕРА 
НЕКОМПАКТНОСТИ

Предположим, что   и оператор I2

ограничен из  в .

Пусть  такие, что  и .
Обозначим

Для формулировки критерия компактности
 в случае  нам понадо-

бятся следующие условия:

(12)

(13)

(14)

Т е о р е м а  5. Пусть . Если p < q,
то  компактен тогда и только
тогда, когда  и выполнено (12).
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В случае p = q оператор 
компактен, если и только если  и вы-
полнены условия (12)–(14).

Для q < p достаточное условие и необходимое
условие компактности  пред-
ставлены в следующей теореме.

Т е о р е м а  6. Пусть . Оператор
 компактен, если выполнено (11).

Если  компактен, то .
З а м е ч а н и е  3. С условиями (8) и (9) на весо-

вые функции  и , соответственно, оператор
 компактен, если и только ес-

ли .
Далее, определим

где инфимум берется по всем ограниченным ли-
нейным отображениям  конеч-
ного ранга. Величина  совпадает с так называе-
мым множеством меры некомпактности опера-
тора T, действующего ограниченно из  в

 (см. [15, § 2] и [16, Proposition 3.1]).

Так как для  оператор I2 из  в

 компактен тогда и только тогда, когда он
ограничен (см. [17, 18, § 5.3]), то в таком случае

. Это следует из аппроксимационного
свойства пространства  [19, § 10.2.3/1]. Для
пространств Y, обладающих таким свойством, из-
вестно, что  тогда и только тогда, когда

 компактен [19, § 10.1.3].
Рассмотрим ситуацию, когда . По-

ложим

Пусть

(15)

в случае ; для p = q мы полагаем
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Для  мера некомпактности
 охарактеризована в следую-

щем утверждении.
Т е о р е м а  7. Пусть  и I2 ограни-

чен из  в . Тогда
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ON THE BOUNDEDNESS AND COMPACTNESS 
OF THE TWO-DIMENSIONAL RECTANGULAR HARDY OPERATOR

Corresponing member of the RAS V. D. Stepanova and E. P. Ushakovab

a Computing Center of the Far Eastern Branch of the Russian Academy of Sciences, Khabarovsk, Russian Federation
b V. A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

Criteria in terms of weight functions  and w on  are obtained for the two-dimensional rectangular inte-
gration operator to be bounded and compact from a weighted Lebesgue space  to  if 

. For p < q the boundedness criterion significantly enhances the classical result by E. Saywer (see In-
troduction) given for . The case q < p is also discussed.

Keywords: weighted Lebesgue space, Hardy inequality, two-dimensional rectangular integration operator,
boundedness, compactness
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