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В данной работе доказывается критерий наличия у алгебраической цепной дроби собственной па-
линдромической симметрии в размерности 4. В качестве многомерного обобщения цепных дробей
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1. ВВЕДЕНИЕ
Обыкновенная цепная дробь действительного

числа имеет весьма изящную геометрическую ин-
терпретацию, позволяющую перейти от класси-
ческого случая к многомерному (см. [1] и, напри-
мер, [2–4]). Для описания такого обобщения рас-
смотрим  – одномерные подпространства
пространства , линейная оболочка которых
совпадает со всем . Гиперпространства, натя-
нутые на всевозможные (n – 1)-наборы из этих
подпространств, разбивают  на 2n симплици-
альных конусов. Будем обозначать множество
этих конусов через

Симплициальный конус с вершиной в начале
координат 0 будем называть иррациональным, ес-
ли линейная оболочка любой его гиперграни не
содержит целых точек, кроме начала координат 0.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть C – иррациональ-
ный конус, . Выпуклая оболочка

 и его граница  на-
зываются соответственно полиэдром Клейна и па-
русом Клейна, соответствующими конусу C. Объ-
единение же всех 2n парусов
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называется (n – 1)-мерной цепной дробью.
Особенный интерес представляет так называе-

мый алгебраический случай. Напомним, что опе-
ратор из  с вещественными собственными
значениями, характеристический многочлен ко-
торого неприводим над , называется гиперболи-
ческим. Справедливо следующее утверждение о
связи гиперболических операторов с алгебраиче-
скими числами в случае произвольного n (по-
дробности см., например, в [5]).

П р е д л о ж е н и е  1. Числа  обра-
зуют базис некоторого вполне вещественного рас-
ширения K поля  тогда и только тогда, когда век-
тор  является собственным для неко-
торого гиперболического оператора .
При этом вектора , ,
где  – все вложения K в , образу-
ют собственный базис оператора A.

В случае n = 2 предложение 1 позволяет геомет-
рически проинтерпретировать классическую тео-
рему Лагранжа о периодичности обыкновенной
цепной дроби. Геометрически теорема Лагранжа
означает, что последовательность целочисленных
длин и углов паруса одномерной цепной дроби

 периодична тогда и только тогда, когда
направления l1 и l2 являются собственными для не-
которого  оператора с различными веще-
ственными собственными значениями (см., на-
пример [6]).

О п р е д е л е н и е  2. Пусть  – собствен-
ные подпространства некоторого гиперболическо-
го оператора . Тогда -мерная цеп-
ная дробь  называется алгебраической.
Мы будем также говорить, что эта дробь ассоцииро-
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вана с оператором A и писать CF(A) = .
Множество всех -мерных алгебраических
цепных дробей будем обозначать .

Будем называть группой симметрий алгебраи-
ческой цепной дроби  множе-
ство

Из соображений непрерывности ясно, что для
каждого  однозначно определе-
на перестановка , такая что

(1.1)

И обратно, если для  существует такая
перестановка , что выполняются соотношения
(1.1), то .

Благодаря теореме Дирихле об алгебраических
единицах существует изоморфная  подгруппа
группы  (см., например, [5]). Отно-
сительно действия этой подгруппы на любом из
2n парусов возникает фундаментальная область,
которую можно отождествить с -мерным
тором (см. [2]). Для каждого элемента G, принад-
лежащего этой подгруппе, . Однако в

, вообще говоря, могут существовать
такие элементы G, для которых .

О п р е д е л е н и е  3. Оператор 
такой, что , будем называть симметрией
Дирихле дроби .

О п р е д е л е н и е  4. Оператор ,
не являющийся симметрией Дирихле, будем на-
зывать палиндромической симметрией дроби

. Если множество палиндромических сим-
метрией цепной дроби непусто, то такую цепную
дробь будем называть палиндромичной.

О п р е д е л е н и е  5. Палиндромическая сим-
метрия  называется собственной,
если у оператора G существует неподвижная точ-
ка на некотором парусе цепной дроби . Па-
линдромическая симметрия , не
являющаяся собственной, называется несоб-
ственной.

В данной работе нас будут интересовать соб-
ственные палиндромические симметрии  в
размерности n = 4. А именно, мы докажем крите-
рий наличия такого рода симметрий у цепной
дроби . Для размерностей n = 2 и n = 3 ана-
логичные критерии уже существуют.

Для n = 2, т.е. для одномерных цепных дробей,
палиндромичность напрямую связана с симмет-
ричностью периодов обыкновенных цепных дро-
бей квадратичных иррациональностей. Критерий

…1CF( , , )nl l
−( 1)n

−A 1n

…1CF( ) = CF( , , )nA l l

=
= ∈

Sym (CF( ))
{ GL ( ) | (CF( )) = CF( )}.n

A
G G A A

Z

Z

∈ Sym (CF( ))G AZ

σG

σ …( )( ) = , = 1, , .
Gi iG l l i n

∈ GL ( )nG Z

σG

∈ Sym (CF( ))G AZ

−1n
Z

Sym (CF( ))AZ

−( 1)n

σ = idG

Sym (CF( ))AZ

σ ≠ idG

∈Sym (CF( ))G AZ

σ = idG

−∈A 1CF( ) nA
∈Sym (CF( ))G AZ

CF( )A

∈ Sym (CF( ))G AZ

CF( )A
∈ Sym (CF( ))G AZ

CF( )A

CF( )A

симметричности периода цепной дроби квадра-
тичной иррациональности восходит к результа-
там Галуа [7], Лежандра [8], Перрона [9] и Крайт-
чика [10]. В работе [6] дано геометрическое дока-
зательство этого критерия. Аналог этого
критерия для n = 3 был получен в работе [5]. Упо-
мянутые критерии выглядят следующим образом:

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть  и
пусть подпространство  порождено вектором

. Тогда  имеет собственную симмет-
рию в том и только в том случае, если существует
такое алгебраическое число  степени 2 со своим
сопряженным , что выполнено хотя бы одно из
следующих условий:

(а) : ;
(б) : .
П р е д л о ж е н и е  3. Пусть  и

пусть подпространство  порождено вектором
. Тогда  имеет собственную сим-

метрию в том и только в том случае, если суще-
ствует такое алгебраическое число  степени  со
своими сопряженными  и , что выполнено
хотя бы одно из следующих условий:

(а) : ;
(б) : .
При выполнении утверждения (а) или (б) ку-

бическое расширение  будет нормальным.

В этих формулировках  для векторов из 
означает существование такого оператора 
и такого ненулевого , что .

2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО 
РЕЗУЛЬТАТА

Основным результатом данной работы являет-
ся следующая

Т е о р е м а  1. Пусть  и пусть
подпространство l1 порождено вектором .
Пусть  и   – все вло-
жения поля K в  (см. предложение 1). Тогда

 имеет собственную палиндромиче-
скую симметрию в том и только в том случае, если
(с точностью до перестановки индексов) выполня-
ется

и существуют такие алгебраические числа  и 
степени 4, принадлежащие полю K, что выполнено
хотя бы одно из следующих условий:

(1) : ;
(2) : ;
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(3) : ;

(4) : ;

(5) : ;

(6) : ;

(7) : ;

(8) : ;

(9) : ;

(10) : ,

где  .
В работе [11] исследуются циклические симмет-

рии, т.е. такие симметрии , ко-
торые циклически переставляют направления

. А именно, в этой работе доказывается,
что цепная дробь  имеет соб-
ственную циклическую симметрию тогда и толь-
ко тогда, когда  – циклическое расширение Га-
луа,  и выполняется один из
пунктов (1)–(7) теоремы 1 для . Следу-
ющее утверждение показывает, что не всякая па-
линдромичная цепная дробь обладает собствен-
ными циклическими симметриями:

П р е д л о ж е н и е  4. Существуют такие веще-
ственные числа , , , что подпространство l1
порождено вектором , вполне веще-
ственное расширение  поля  не яв-
ляется нормальным и  – палин-
дромичная цепная дробь, не обладающая соб-
ственными циклическими симметриями.

Любопытно, что критерий наличия собствен-
ных циклических симметрий не следует непо-
средственно из теоремы 1. В связи с этим возни-
кает естественный

В о п р о с. Верно ли, что существует такая па-
линдромичная алгебраическая цепная дробь

, l3, l4), для которой поле K является цик-
лическим расширением Галуа и у которой не су-
ществует собственных циклических палиндроми-
ческих симметрий?

Оставшаяся часть статьи имеет следующую
структуру: в параграфе 3 мы анализируем то, как
у собственных симметрий трехмерных цепных
дробей устроены собственные подпространства и
перестановки из соотношения (1.1); в параграфе 4
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мы изучаем геометрию трехмерных цепных дро-
бей, обладающих собственными симметриями; в
параграфе 5 мы устанавливаем связь между опре-
деленными классами цепных дробей и матрица-
ми их собственных симметрий; параграф 6 посвя-
щен доказательству теоремы 1; наконец, в пара-
графе 7 мы доказываем предложение 4.

3. СОБСТВЕННЫЕ СИММЕТРИИ И 
СОБСТВЕННЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА

Если задана дробь ,
будем считать, что подпространство l1 порождается
вектором  (данное допущение
корректно в силу предложения 1). Тогда из предло-
жения 1 следует, что числа  образуют
базис поля  над  и каждое li по-
рождается вектором li = , где

 – все вложения K в . Заметим,
что верна следующая

Л е м м а  3.1. Пусть  и CF(A) =
= . Пусть  и . Тогда

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что
. Поскольку  и , то

. Так как , то ка-
кие-то числа из набора 1,  выражаются
через оставшиеся числа этого набора в виде неко-
торой линейной комбинации с коэффициентами
из . В силу предложения 1 получаем противоре-
чие. □

Отныне будем считать, что n = 4, т.е. будем
рассматривать трехмерные цепные дроби. На-
помним также, что для каждого 
соотношением (1.1) определена перестановка .

Л е м м а  3.2. Пусть G – палиндромическая сим-
метрия , ассоциированной с (ги-
перболическим) оператором A. Тогда существует
такая нумерация подпространств , что

 или .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Случай  невоз-
можен в силу того, что оператор  не является
симметрией Дирихле .

Предположим, существует такая нумерация под-
пространств , что . Таким
образом, существуют такие вещественные числа ,

, , , что матрица оператора G в базисе
 имеет вид
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Тогда характеристический многочлен оператора G
имеет вид

Следовательно,  – целое число, и при этом  –
корень уравнения , т.е. . Стало
быть, l1 – собственное подпространство операто-
ра G, соответствующее собственному значению

. То есть l1 рационально, что противоречит
гиперболичности оператора A.

Предположим, существует такая нумерация
подпространств , что .
Таким образом, существуют такие вещественные
числа , , , , что матрица оператора G в ба-
зисе  имеет вид

Тогда характеристический многочлен оператора G,
коэффициенты которого целочисленны, имеет
вид

Так как , то . Тогда существу-
ют такие взаимно-простые целые числа  и

, что , , а значит

Итак, p2 делится на q и q2 делится на p, т.е.
 и . Таким образом, матрица

оператора G2 в базисе  имеет вид
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Из леммы 3.1 следует, что , т.е. .
Вновь применяя лемму 3.1, получаем, что

, чего не может быть.
Таким образом, существует такая нумерация

подпространств , что  или
. □

С л е д с т в и е  1. Пусть  – палиндромическия
симметрия . Пусть , если

, и , если . Тогда  –
палиндромическия симметрия  и

.
Пусть G – палиндромическия симметрия

. Изменив при необходимости
нумерацию подпространств , в силу лем-
мы 3.2 можно рассмотреть такие вещественные
числа , , , , что матрица оператора G в ба-
зисе  имеет вид

(3.1)

или вид

(3.2)

Пусть G – палиндромическая симметрия
 и матрица оператора G в базисе

 имеет вид (3.1). В работе [11] доказыва-
ется, что  является собственной симметрией
CF(l1,  тогда и только тогда, когда  = 1
(см. следствие 1 в [11]). Для палиндромических
симметрий вида (3.2) справедливо аналогичное
утверждение:

Л е м м а  3.3. Пусть  – палиндромическая сим-
метрия  и матрица оператора 
в базисе  имеет вид (3.2). Тогда  являет-
ся собственной симметрией дроби  в
том и только том случае, если .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G является соб-
ственной симметрией цепной дроби .
Тогда существуют такие числа , , ,  из мно-
жества , что

и выполняются неравенства

2
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Стало быть,  и . Так как у опера-
тора G существует неподвижная точка на некото-
ром парусе, то у оператора G существует одномер-
ное собственное подпространство, соответствую-
щее собственному значению 1. Теперь, поскольку
характеристический многочлен оператора G име-
ет вид , то  или  = 1.
Тогда .

Если , то, опять же, характери-
стический многочлен оператора G имеет вид

. Стало быть, у оператора G существу-
ет целочисленный собственный вектор, соответ-
ствующий собственному значению 1. Этот вектор
лежит внутри некоторого конуса ,
поскольку цепная дробь  является ал-
гебраической. □

С л е д с т в и е  2. Пусть G – палиндромическия
симметрия . Тогда G является
собственной симметрией в том и только том слу-
чае, если  (см. следствие 1) является собственной
симметрией.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если G является соб-
ственной симметрией , то, очевидно,
оператор  также является собственной симмет-
рией цепной дроби .

Обратно, предположим  – собственная сим-
метрия . Если , то, изменив
при необходимости нумерацию подпространств

, можно считать, что матрица оператора G
в базисе  имеет вид (3.2). Тогда матрица

оператора  в базисе  имеет вид

Стало быть, в силу леммы 3.3 , а зна-
чит G – собственная симметрия цепной дроби

 (см. следствие 1 в [11]). □
Л е м м а  3.4. Пусть G – собственная симмет-

рия  и . Тогда суще-
ствуют такие одномерные рациональные подпро-
странства , ,  и , что , ,

,  и . При этом
подпространства  и  соответствуют собствен-
ному значению 1, а подпространства  и  соот-
ветствуют собственному значению –1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Изменив при необхо-
димости нумерацию подпространств , в
силу леммы 3.3 можно считать, что существуют
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+
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+
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такие вещественные числа  и , что матрица
оператора G в базисе  имеет вид

Так как , то у оператора G
есть двумерное инвариантное подпространство ,
соответствующее собственному значению 1, и
двумерное инвариантное подпространство , со-
ответствующее собственному значению –1. По-
кажем рациональность подпространств  и ,
из чего будет следовать утверждение леммы.

Поскольку подпространство  совпадает с ре-
шением системы линейных уравнений

то фундаментальная система решений данной си-
стемы линейных уравнений имеет размерность 2.
Рассмотрев в качестве значений свободных пере-
менных наборы (0, 1) и (1, 0), мы определим два
линейно-независимых рациональных решения
данной системы, из чего следует рациональность .
Рациональность подпространства  доказывает-
ся аналогичным способом. □

4. ГЕОМЕТРИЯ СОБСТВЕННЫХ 
СИММЕТРИЙ

Л е м м а  4.1. Пусть  – собственная симмет-
рия дроби . Пусть  (см. след-
ствие 1) – собственная симметрия  (см.
следствие 2). Тогда существуют , та-
кие что

и выполняется хотя бы одно из следующих одинна-
дцати утверждений:

(1) вектора , , ,  образу-

ют базис решетки ;

(2) вектора , , ,  образуют базис решет-
ки ;

(3) вектора , , , 

образуют базис решетки ;

μ1 μ2
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(4) вектора , , , 

образуют базис решетки ;

(5) вектора , , ,  образу-

ют базис решетки ;

(6) вектора , , ,  образу-

ют базис решетки ;

(7) вектора , , ,  – z2)

образуют базис решетки ;

(8) вектора , , ,  образуют базис

решетки ;

(9) вектора , , , 

образуют базис решетки ;

(10) вектора , , , 

образуют базис решетки ;

(11) вектора , , , 

образуют базис решетки .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем называть плос-

кость рациональной, если множество содержащих-
ся в нем целых точек является (аффинной) ре-
шеткой ранга, равного размерности этой плоско-
сти.

Рассмотрим для собственной симметрии F
подпространства , ,  и  из леммы 3.4 и поло-
жим . Обозначим через  ближай-
шую к  рациональную гиперплоскость, парал-
лельную  и не совпадающую с S (любую из двух).
Тогда . Также обозначим через p точку
пересечения гиперплоскости  и , а через  и 
прямую и плоскость, проходящие через точку p и
параллельные  и  соответственно.
При этом ,  и .

Плоскость  разделяет гиперплоскость  на два
множества  и . Пусть  и R – рациональные
плоскости, ближайшие к , параллельные  и не
совпадающие с , принадлежащие множествам 
и  соответственно. Отметим, что, вообще говоря,
расстояния от  до Q и от  до R не обязательно рав-
ны. Положим  и .
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π 1S
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1S Q
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Пусть  – такая пара точек решетки ,
что  , вектора  и  некол-
линеарны. Тогда можно построить точки

Рассмотренные точки определяют тройку парал-
лелограммов , где

При помощи метода спуска можно построить
такую пару , что (см. рис. 1)

и  является подмножеством множества

Аккуратно перебирая возможные расположе-
ния точек решетки  в тройке параллелограммов

, мы попадаем в одну из одиннадцати
ситуаций, соответствующей одному из утвержде-
ний (1)–(11).

5. МАТРИЦЫ СОБСТВЕННЫХ СИММЕТРИЙ

Напомним, что если задана дробь CF(l1, l2,
, будем считать, что подпро-

странство l1 порождается вектором .
Тогда из предложения 1 следует, что числа 1,

 образуют базис поля  над  и
каждое li порождается вектором li = (1, σi(α),

, где  – все вложения
K в . То есть, если через  обозначить
матрицу со столбцами , получим
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Мы будем обозначать через  множество всех
трехмерных алгебраических цепных дробей, для
которых

Для каждого  определим  как
класс дробей из , удовлетворяющих паре соот-
ношений , где

: , ;

: , ;

: , ;

: , ;

: , ;
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2

: , ;

: , ;

: , ;

: , ;

: , .

Покажем, что все дроби из классов , палин-
дромичны для каждого . Положим

 равными соответственно матрицам
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Рис. 1. Возможное расположение точек решетки  в параллелограммах из построенной тройки .
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Л е м м а  5.1. Пусть  и
, ..., 10}. Тогда цепная дробь 

принадлежит классу  в том и только в том случае,
если  – ее собственная симметрия и  = 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что CF(l1, l2,
 принадлежит классу  в том и только в том

случае, если  – ее собственная симметрия и
.

В силу леммы 3.3 оператор  являет-
ся собственной симметрией дроби  и

 = 2 тогда и только тогда, когда с точностью
до перестановки индексов существуют такие дей-
ствительные числа , что  =
=  и .

Пусть . Заметим, что σ2 =

= , , ,
, =

 =  =  и
. Тогда
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то есть . Следовательно,
G1 – собственная симметрия  и

. Обратно, предположим, G1 – соб-
ственная симметрия  и .
Тогда существует  такое, что с точностью до пе-
рестановки индексов

откуда  = 1, ,  = α,
 = γ, β + ,

 =  – (α + σ3(α)) =
= β.Существует μ4 такое, что

откуда , , σ4(γ) =
= ,  =
= . Следовательно, CF(l1,
l2, , так как числа 1,  образуют ба-
зис поля .

Для  рассуждения аналогичны. □

6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Обозначим для каждого  через 
образ CFi при действии группы :

Л е м м а  6.1. Для дроби  вы-
полняется условие (i) теоремы 1 тогда и только
тогда, когда  принадлежит классу

, где .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого 

гиперболичность оператора  равно-
сильна гиперболичности оператора . При
этом собственные подпространства гиперболиче-
ского оператора однозначно восстанавливаются
по любому его собственному вектору. Остается
воспользоваться определением эквивалентности
из параграфа 1. □

Теорему 1 при помощи леммы 6.1 можно пере-
формулировать следующим образом: дробь

 имеет собственную симметрию 
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тогда и только тогда, когда она принадлежит од-
ному из классов , где .

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Если
 принадлежит какому-то , то по

лемме 5.1 она имеет собственную симметрию ,
ибо действие оператора из  сохраняет
свойство существования у алгебраической цеп-
ной дроби собственной симметрии.

Обратно, пусть дробь  имеет
собственную симметрию . Положим  и
рассмотрим точки , , ,  из леммы 4.1. Обо-
значим также через , , ,  стандартный ба-
зис . Для точек , , ,  выполняется хотя
бы одно из утверждений (1)–(11) леммы 4.1.

Пусть выполняется утверждение (1) леммы 4.1.
Рассмотрим такой оператор , что

Тогда  =   =

=  и , так как по лемме 4.1

Стало быть, , т.е.
.

Рассуждения аналогичны для случаев, когда
выполняется утверждение (i) леммы 4.1, где

.
Если выполняется утверждение (11) леммы 4.1,

то, как и при выполнении утверждения (2) лем-
мы 4.1, вновь . Действительно,
пусть выполняется утверждение (11) леммы 4.1.
Рассмотрим такой оператор , что

Тогда X11(z2) = ,

 = X11  =

=  и , так как по лемме 4.1

Стало быть, , т.е.
. □
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7. ПРИМЕР ПАЛИНДРОМИЧНОЙ ЦЕПНОЙ 
ДРОБИ, НЕ ОБЛАДАЮЩЕЙ 

СОБСТВЕННЫМИ ЦИКЛИЧЕСКИМИ 
СИММЕТРИЯМИ

Рассмотрим вещественные числа 

и . Заметим, что , а значит
 является корнем уравнения . В

силу критерия Эйзенштейна для p = 2 многочлен
 неприводим над . Таким

образом, f(x) – минимальный многочлен для  и

Рассмотрим такие вложения  вполне
вещественного поля , что ,  =
= θ2, , . Пусть ,

, ,  – сопря-
женные поля над . Ясно, что ,  и

, .
Предположим, что . Поскольку (x –

‒ θ1) , то  – нор-
мальное расширение степени 2 поля . При
этом  = .
Пусть . Тогда φ(θ1θ2) =  =
= θ1θ2, а значит , чего не может
быть. Таким образом, .

Поскольку  – примитивный элемент
расширения , то набор чисел 1,  является

базисом K1. Положим  и .

Тогда , .

Заметим, что  и набор
чисел 1, , ,  является базисом , поскольку

Теперь, полагая, что , , , с
помощью предложения 1 можно построить алгеб-
раическую цепную дробь , где
подпространство l1 порождено вектором (1, α,

. Поскольку выполняется утверждение (1)
теоремы 1, то  – палиндромичная
цепная дробь. При этом, поскольку , то

 не обладает циклическими симмет-
риями (см. работу [11]).
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