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1. ВВЕДЕНИЕ

В этой статье мы будем рассматривать неодно-
родные марковские цепи, интенсивности кото-
рых при  стремятся к некоторым заранее за-
данным. Точнее, мы будем предполагать, что ин-
финитезимальная матрица  представима в
виде , где  при . Так
что если назвать цепь с матрицей интенсивностей
Q(t) исходной, а цепь с матрицей интенсивностей

 – возмущенной, то мы будем изучать так назы-
ваемую ситуацию с исчезающими возмущениями.
Такие модели возникают прежде всего в ситуации,
когда интенсивности обслуживания и/или по-
ступления требований асимптотически прибли-

→ ∞t

( )Q t
= +( ) ( ( )ˆ)Q t Q t Q t →ˆ( ) 0Q t → ∞t

( )Q t

жаются к некоторым “оптимальным”. Подобным
цепям посвящено достаточно много работ, начи-
ная с 1970-х годов. Однако круг нерешенных во-
просов по-прежнему остается широким (см., на-
пример, работы [1–5], результаты которых носят
качественный характер). Здесь мы докажем, что
при некоторых естественных условиях предель-
ные режимы исходной и возмущенной цепей сов-
падают, в отличие от предыдущих работ получим
явную оценку для построения предельного режи-
ма возмущенной цепи, а также рассмотрим при-
менение полученных результатов для нескольких
классов систем массового обслуживания.

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Пусть X(t), , – вообще говоря, неоднород-
ная марковская цепь с непрерывным временем и
не более чем счетным пространством состояний

,  Переходные вероятности для
X(t) будем обозначать pij(s, t) =  = i},

. Пусть  –
вероятность соответствующего состояния цепи, а

 – вектор вероятностей
состояний. Предполагается, что

(1)
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где  – локально интегрируемые на полуоси
 функции (интенсивности переходов), h –

“малое” приращение времени, а все  есть
 равномерно по i, т.е. .

Положим  при , aii(t) =
=  и введем в рассмотрение

матрицу , составленную из функций
. Предполагая, что

почти при всех  (т.е. за исключением множе-
ства нулевой меры), справедлива прямая система
дифференциальных уравнений Колмогорова, ко-
торая может быть записана в виде одного вектор-
ного уравнения

(2)

Заметим, что – транспонированная
инфинитезимальная матрица марковской цепи X(t).

Условимся далее через ||⋅|| (или ||⋅||1) обозначать
обычную l1-норму, т.е. для любого век-

тора x, а , если .

Пусть  т.е. множество всех
векторов с неотрицательными координатами и
единичной -нормой. Поскольку

почти при всех , то можно использовать соот-
ветствующую теорию (см., например, [6]), рас-
сматривая (2) как уравнение в пространстве l1.
В частности, задача Коши для уравнения (2) име-
ет единственное решение при любом начальном
условии, а если , то  при любом

 и любом начальном условии p(s). Обо-
значая , из (2) полу-
чаем уравнение

(3)

где ,

Пусть теперь  – “возмущенная” марков-
ская цепь с тем же пространством состояний, что и
X(t), вероятностями состояний  и транспониро-
ванной инфинитезимальной матрицей .
Отклонения возмущенных характеристик от ис-
ходных условимся обозначать соответственно

 и .

Напомним, что марковская цепь X(t) слабо эр-
годична, если для любой пары векторов ,

 – решений (2) с различными начальными
условиями имеет место  при

Пусть  и  – решения (2). Тогда из
определения вектора z(t) следуют неравенства

где z*(t) и z**(t) – векторы, соответствующие 
и .

Далее мы будем рассматривать уравнение (3)
не только в пространстве , но и в содержащемся
в нем подпространстве

(при подходящем линейном операторе ; более
подробно см. далее в разделе 3), которое будем
обозначать , а норму в нем – через . Тогда,
если при некоторых ,  и любых на-
чальных условиях  ,  неравенство

(4)

выполняется для всех , то такую марков-
скую цепь X(t) будем называть 1D-экспоненциаль-
но эргодичной (см. [7]). Заметим, что если при этом
у цепи X(t) есть стационарный (т.е. не зависящий от
времени) режим, то она является 1D-экспоненци-
ально эргодичной. Условия эргодичности, соответ-
ствующие оценки скорости сходимости, и связь их
с оценками устойчивости изучалась многими ав-
торами (см., например, [5, 7, 8, 10, 11, 13, 15, 16, 18,
19, 21, 22]).
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3. ОБЩИЕ ОЦЕНКИ
Стандартные подходы для исследования мар-

ковских цепей с непрерывным временем опи-
саны в работе [7]. Однако применить их непо-
средственно в ситуации с исчезающими возму-
щениями не удается. В этом разделе впервые
приводится оценка решений уравнения (3), кото-
рая делает дальнейшие исследования возможны-
ми. При этом для большей наглядности получае-
мые результаты сформулированы в явном виде
после проведенных оценок.

Рассмотрим соответствующее (3) уравнение
для возмущенной цепи

, (5)

которое можно переписать в виде

(6)

Если обозначить через  оператор Коши
уравнения (3), то решения уравнений (3) и (6) мо-
гут быть записаны в виде:

и

Предполагая -экспоненциальную эргодич-
ность, получаем . Вводя обо-
значение , имеем в норме  сле-
дующую оценку сверху:

(7)

Первое слагаемое, очевидно, стремится к ну-
лю при . Для оценки второго и третьего сла-
гаемых будем предполагать выполненными сле-
дующие условия:

(А)  где “возмущение” 
при , причем без ограничения общности
можно предполагать, что функция χ непрерывна,
ограничена и убывает монотонно;

(В) 
З а м е ч а н и е .  Отметим, что при сделанном

дополнительном предположении о монотонно-
сти возмущений сходимость интеграла от нормы
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→ ∞t

( ) ( )≤ χ1|| || .ˆ
Df t t

возмущения по промежутку от нуля до бесконеч-
ности (этот случай изучался, например, в работах
[5, 8]) является более сильным условием, чем
стремление к нулю.

Положим для сокращения записи .
Отметим, что без ограничения общности можно
считать, что , в противном случае можно
взять начальный момент времени .

Для оценки нормы решения возмущенного
уравнения обозначим оператор Коши этого урав-
нения через . Тогда в норме  имеют место
неравенства

Далее, записывая решение уравнения (6) в виде

и предполагая, что  (при некотором
) почти при всех , получаем в норме

1D неравенство

(8)

Выберем произвольно  и момент вре-
мени  так, чтобы . Поскольку

то из (7) и (8) следует искомая оценка:

(9)

Неравенство (9), с учетом произвольности ,
гарантирует стремление к нулю нормы возмуще-
ния при  и дает оценку скорости этого
стремления.

Таким образом, справедлива
Т е о р е м а  1. Пусть марковская цепь X(t) явля-

ется -экспоненциально эргодичной в некотором
подпространстве , а для возмущенной цепи

 норма возмущения стремится к нулю при
 так, что выполнены условия (A) и (B). Тогда

цепь  слабо эргодична, имеет тот же предель-
ный режим и справедлива оценка (9).

С л е д с т в и е  1. Пусть при выполнении условий
Теоремы 1 интенсивности исходной цепи X(t) явля-
ются 1-периодическими. Тогда предельный режим
возмущенной цепи  также 1-периодичен.
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ε <0 a
>0 0t

( ),V t s 1D

( ) ( )( )− −ε −≤ 0|| , || .a t sV t s Me

( ) ( ) ( ) ( )= + τ τ τ
0

0 , ( ) ,
t

z t V t z V t f d

( ) ≤1|| || Df t F
< < ∞0 F ≥ 0t

( ) ( ) ( ) ( )− −ε + ε≤ +
− ε

0 0

0

|| || || 0 || .a t M F
z t Me z

a

( )ε ∈ ε00,

*t ( )χ = ε*t

( ) ( ) ( )− −τ − − ε εχ τ τ ≤ + * 0

0

,
t

a t a t te d e
a a

( ) ( )
( ) ( ) ( )

−

− −

≤ +
+ ε ε ε + + + +   − ε   

* 00

0

|| || || 0 ||

1 || 0 || .

ˆ ˆat

a t t

z t Me z
M F

M e M z
a a a

ε

→ ∞t

1D
⊂1 1Dl l

( )X t
→ ∞t

( )X t

( )X t



86

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 506  2022

ЗЕЙФМАН и др.

С л е д с т в и е  2. Пусть при выполнении условий
Теоремы 1 интенсивности исходной цепи X(t) явля-
ются пропорциональными, т.е. все . То-
гда и невозмущенная цепь X(t) и возмущенная цепь

 сильно эргодичны и имеют одинаковые стаци-
онарные распределения.

4. ПОЛУЧЕНИЕ ОЦЕНОК ДЛЯ 
МАРКОВСКИХ МОДЕЛЕЙ СИСТЕМ 

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
При анализе моделей систем массового обслу-

живания для получения конкретных значений,
входящих в оценку (9), основную роль играет не-
равенство (4). Здесь сравнительно простым и
весьма удобным методом является метод, осно-
ванный на логарифмической норме линейной
операторной функции (см. [6, 9, 10]). Если матри-
ца линейной системы ) является су-
щественно неотрицательной (т.е. неотрицатель-
ны все ее внедиагональные элементы), то ее лога-
рифмическая норма  вычисляется по
формуле . При этом для
соответствующего оператора Коши справедлива

оценка .
Если же матрица K(t) не является существенно

неотрицательной, то чаще всего действовать при-
ходится следующим образом. Рассмотрим матри-
цу вида

(11)

и соответствующую (3) однородную систему

(12)

Полагая , приходим к уравнению

(13)

где , в отличие от B(t), для широ-
кого класса моделей систем массового обслужива-
ния уже можно сделать существенно неотрицатель-
ной за счет подбора отделенной от нуля “весовой”
последовательности  (что гарантирует вы-
полнение условия ). Отметим, что если B*(t)
может быть сделана существенно неотрицатель-
ной, то дальше основная сложность оказывается
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связанной с выбором такой “весовой” последова-
тельности, что дает точные оценки скорости схо-
димости (см. [10]). Заметим, что именно точные
оценки скорости сходимости соответствуют наи-
более точным оценкам устойчивости [22].

Опишем теперь соответствующие построения
для некоторых классических моделей.

Начнем с модели Эрланга, описывающей си-
стему с потерями , см. [1, 2, 5, 7, 10].
В этом случае число требований X(t) в системе
описывается процессом рождения и гибели с ко-
нечным числом состояний, т.е. интенсивности
переходов имеют вид:  при всех , ес-
ли , а  и ,

 Как известно, для слабой эргодич-
ности процесса X(t) необходимо и достаточно,

чтобы . Рассмотрим для опре-

деленности случай существенной интенсивности
обслуживания. Матрица преобразования в этом
случае конечна. Положим , . Тогда соот-
ветствующая логарифмическая норма оказывается

равной  и, значит, . Если, в
частности, интенсивность обслуживания  явля-
ется 1-периодической функцией времени, то фигу-
рирующие в оценке (4) параметры оцениваются

следующим образом: ; .

Рассмотрим теперь нестационарную модель об-
служивания с неограниченным числом мест ожида-
ния и S серверами , (см., например, [12,
16]) с интенсивностями поступления требований

 и обслуживания (k, S).
Как известно (см. [16]), процесс, описывающий
число требований X(t) в системе, является слабо
эргодичным, если найдется d > 1 такое, что

. Пусть S = 2 (этот случай, в

отличие от случая , является более сложным;
см., например, [9]). Положим в (11) , 
где , получаем для логарифмической нор-

мы  оценку .

В случае 1-периодических интенсивностей оцен-

ка (4) выполнена при a = , и

соответствующем значении M.
Интересно отметить, что такая же “весовая”

последовательность  позволяет ис-
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следовать совершенно другую модель системы с
неординарным входящим потоком, управляю-
щим размером очереди (см., например, [15, 17,

23]). Несмотря на сложную структуру инфините-
зимальной матрицы интенсивностей, имеющей
вид

при экспоненциальном убывании вероятностей
 поступления группы требований размера i (т.е. при

) слабая эргодичность гарантируется с оцен-

кой логарифмической нормы 

для . Тогда при 1-периодической интен-

сивности обслуживания оценка (4) выполнена

при a =  и соответствующем значе-

нии M.
Отметим, что с помощью аналогичных преоб-

разований (с существенно более сложным выбо-
ром весовой последовательности) и метода лога-
рифмической нормы удается получить явные
оценки скорости сходимости, а следовательно, и
оценки в случае исчезающих возмущений для
других классов марковских нестационарных си-
стем обслуживания, в том числе для моделей типа

 (см. [7, 20]), систем обслуживания с ка-
тастрофами (см. [9]), систем с поглощением в ну-
ле (см. [13]), систем с групповым поступлением и
обслуживанием требований и управлением, зави-
сящим от состояния (см. [9, 14]).
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LIMITING CHARACTERISTICS OF QUEUEING SYSTEMS 
WITH VANISHING PERTURBATIONS
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Presented by Academician of the RAS I.A. Sokolov

We consider inhomogeneous continuous-time Markov chains with vanishing perturbations. It is proved that
under some natural conditions limiting regimes of the initial and perturbed chains coincide. We obtain ex-
plicit estimates, which allow construction of the limiting regime of the perturbed chain, and show how these
results may be useful in the analysis of several known classes of queuing systems.
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