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1. ГРУППА КАРТАНА

Алгебра Картана – это свободная нильпотент-
ная алгебра  с 2-мя образующими глубины 3.
В ней существует базис , в котором нену-
левые скобки имеют вид

Алгебра Картана имеет градуировку

поэтому она является алгеброй Карно. Соответ-
ствующая связная односвязная группа Ли  на-
зывается группой Картана.

На пространстве  можно ввести закон
умножения, превращающий это пространство в
группу Картана: , см. [14] и статьи, ци-
тированные в этой работе. В этой модели левоин-
вариантные поля, порождающие алгебру Карта-
на, имеют вид
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2. ПОСТАНОВКА СУБРИМАНОВОЙ ЗАДАЧИ 
НА ГРУППЕ КАРТАНА

2.1. Геометрическая постановка

Пусть на евклидовой плоскости заданы точки
, соединенные кривой . Пусть

также заданы число  и точка . Требует-
ся соединить точки ,  кратчайшей кривой

 так, чтобы кривые  и  ограничивали на
плоскости область алгебраической площади , с
центром масс c.

2.2. Задача оптимального управления

Эту геометрическую задачу можно перефор-
мулировать [13] как задачу оптимального управ-
ления

(1)

(2)

(3)

Это субриманова задача для субримановой струк-
туры на , заданной векторными полями , 
как ортонормированным репером. Эта субрима-
нова структура – единственная, с точностью до
автоморфизма группы Картана, левоинвариант-
ная субриманова структура с вектором роста

. Следовательно, можно считать, что q0 =
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3. ОСОБЕННОСТИ ЗАДАЧИ
Субриманова задача на группе Картана есть

простейшая левоинвариантная задача со следую-
щими свойствами:

• она имеет анормальные кратчайшие, касаю-
щиеся каждого вектора распределения,

• это следующая по сложности после задачи
Дидоны задача на свободной группе Карно мак-
симального роста (ее вектор роста равен (2, 3, 5)).

Эта задача – единственная свободная нильпо-
тентная субриманова задача глубины 3 с интегри-
руемым по Лиувиллю нормальным гамильтоно-
вым полем принципа максимума Понтрягина
(неинтегрируемыми по Лиувиллю являются сво-
бодные нильпотентные задачи глубины 3, ранга
более 2 [4], а также глубины более 3, ранга не ме-
нее 2 [1]).

Распределение  имеет 14-мер-
ную алгебру инфинитезимальных симметрий –
особую алгебру , этот факт восходит к знамени-
той “пятимерной” работе Эли Картана [5].

Наконец, субриманова задача на группе Картана
доставляет нильпотентную аппроксимацию любой
задачи с вектором роста (2, 3, 5), в частности:

• задачи о качении двух твердых тел друг по дру-
гу без прокручивания и проскальзывания [9, 10],

• машины с двумя прицепами [11],
• задачи о движении электрического заряда в

плоскости под действием магнитного поля [12].
Любой из этих причин достаточно для деталь-

ного исследования субримановой задачи на груп-
пе Картана.

4. РАНЕЕ ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Напомним некоторые из результатов, полу-

ченных в предыдущих работах [13–16].
• Анормальные траектории (соответствующие

анормальному случаю  принципа максиму-
ма Понтрягина [2, 3]):

– однопараметрические подгруппы ,
,

– проецируются на плоскость  в прямые,
– поэтому оптимальны,
– нестрого анормальны, т.е. одновременно яв-

ляются нормальными.
• Нормальные экстремали удовлетворяют га-

мильтоновой системе принципа максимума Понтря-
гина с гамильтонианом H(λ) = :

(4)
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• В фазовом цилиндре уравнения маятника (4)
введены координаты , в которых это уравне-
ние выпрямляется:

• Получена параметризация геодезических
экспоненциальным отображением:

• Описана группа симметрий экспоненциаль-
ного отображения

дискретная подгруппа  порождена отраже-
ниями ,  маятника в осях , c:

• Явно описано время разреза tcut : .

5. СУБРИМАНОВЫ РАССТОЯНИЕ И СФЕРЫ
Напомним основные определения и свойства

субримановой метрики и сфер.
Субриманово расстояние (метрика Карно-Кара-

теодори) определяется следующим образом:

Субриманова сфера радиуса  с центром  есть

В силу инвариантности метрики относительно
левых сдвигов на группе Картана ,

В силу того, что группа Картана есть группа Кар-
но, левоинвариантная субриманова структура со-
гласована с дилатациями:
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Поэтому достаточно исследовать единичную
сферу

Единичная сфера S параметризуется экспо-
ненциальным отображением:

Субриманова структура и сфера инвариантны
относительно группы симметрий Sym =
= :

Основной объект этой работы – сечение сферы
трехмерным инвариантным многообразием основ-
ных симметрий , :

а также его фактор по группе вращений

Мы ограничиваемся описанием лишь сечения ,
так как полная сфера S не допускает столь по-
дробного исследования ввиду сложности ее пара-
метризации: функция , задающая время
разреза на группе Картана, в общем случае есть
корень уравнения в эллиптических функциях, см.
[14, 16].

6. СТРУКТУРА ФАКТОРА 

На рис. 1 изображен фактор сечения сферы 
на группе Картана в координатах

Кривая  параметризуется параметром .
Имеется стратификация

(5)

 есть точка на анормальной
траектории, k = 0, C0 есть точка на периодической
эйлеровой эластике восьмерке (см. рис. 8 [13]),

(6)
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Определение чисел , а также функ-
ций  приведено в работе [14].

На рис. 1:

• надпись  над горизонтальным отрезком,
соединяющим точки  и A, обозначает анормаль-
ные траектории, соединяющие начальную точку

 = Id с точками сферы, проецирующимися в
точку A,

• надпись  справа от точки  обозна-
чает точки периодических эластик-восьмерок,

• точка  имеет координаты , где
.

В последующих теоремах для краткости допус-
кается некоторая вольность обозначений: точки
множества  рассматриваются иногда как окруж-
ности в , а иногда как точки в .

7. ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ ТОЧЕК ФАКТОРА 
Напомним вкратце некоторые необходимые

понятия субримановой геометрии, подробнее см.
[2, 3].

В рассматриваемой задаче анормальные траек-
тории, выходящие из точки , суть однопа-
раметрические подгруппы, касающиеся распреде-
ления; при этом они являются субримановыми
кратчайшими, т.е. реализуют минимум функцио-
нала длины (3) между любыми своими точками.

γ : ∈
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k k k
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Рис. 1. Фактор сечения сферы  на группе Картана.
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Первая сопряженная точка к  на геодезиче-
ской есть точка, в которой геодезическая теряет
свою локальную оптимальность.

Точка Максвелла на геодезической есть точка,
в которую приходят более одной геодезической
одинаковой длины, начинающихся в .

Точка разреза на геодезической есть точка, в
которой геодезическая теряет свою (глобальную)
оптимальность.

Теорема 1.
(1) A есть точка на анормальной кратчайшей,
(2)  суть сопряженные точки к , точки

Максвелла, точки разреза,
(3)  суть точки Максвелла, точки разреза,

не сопряженные точки к .

8. КРАТНОСТЬ ТОЧЕК ФАКТОРА 
Кратностью точки  называется мощ-

ность

Теорема 2.
(1) ,

(2)  (континуум ),
(3) .

9. РЕГУЛЯРНОСТЬ  И 
Теорема 3.
(1) кривые  аналитичны и регулярны,

(2) ,  суть особые точки, в них  негладкая,
но липшицева,

(3) замыкания
(3.1) ,
(3.2) ,
(3.3) ,
суть гладкие кривые класса C∞.

Теорема 4.  есть липшицево многообразие, ана-
литически диффеоморфное  и билипшицево
эквивалентное (потому гомеоморфное) тору .

10. АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ФАКТОРА 

Множество называется аналитическим , если в
некоторой окрестности каждой своей точки оно
задается конечной системой вещественно-анали-
тических уравнений. Множество называется по-
луаналитическим [6], если в некоторой окрестно-
сти каждой своей точки оно задается конечной

0q
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 × 1S S
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системой вещественно-аналитических уравне-
ний и неравенств. Множество называется субана-
литическим [7], если его можно получить из полу-
аналитических множеств путем конечнократного
применения операций объединения, пересече-
ния и взятия образа собственного аналитическо-
го отображения. На двумерной плоскости поня-
тия полуаналитических и субаналитических мно-
жеств совпадают.

Теорема 5.

• Множество  полуаналитично, потому
субаналитично.

• В окрестности точки A кривая  есть график
гладкой неаналитической функции.

• Поэтому множество  несубаналитично.
• Следовательно, сфера  несубаналитична.

11. Exp–log КАТЕГОРИЯ

Функция  принадлежит exp–log ка-
тегории [18], если она представляется в виде ко-
нечной композиции субаналитических функций,
экспонент и логарифмов. Множество принадле-
жит exp–log категории, если в некоторой окрест-
ности любой своей точки оно является графиком
отображения, компоненты которого – функции
из exp–log категории.

Теорема 6. В окрестности точки  кривая 
есть график функции из exp–log категории. Поэтому
множество  принадлежит exp–log категории.

12. СТРАТИФИКАЦИЯ УИТНИ

Напомним следующие фундаментальные фак-
ты, относящиеся к стратификации Уитни [17]:

• если множество субаналитично, то оно являет-
ся стратифицированным пространством Уитни [7],

• если множество принадлежит exp–log кате-
гории, то оно является стратифицированным
пространством Уитни [8].

Теорема 7. Разбиение (5) есть стратификация
Уитни.
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The structure of intersection of the sub-Riemannian sphere on the Cartan group with a 3-dimensional invari-
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