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Для пары (A, B) не обязательно ограниченных и не обязательно коммутирующих самосопряжённых
операторов и для функции f на евклидовом пространстве  из неоднородного класса Бесова

 определяется функция  от этих операторов как плотно определённый оператор. Рас-
сматривается задача оценок функций  при возмущениях пары (A, B). Устанавливается, что
если ,  и  – пары не обязательно ограниченных и не обязательно коммутиру-
ющих самосопряжённых операторов таких, что операторы  и  входят в класс Шатте-
на–фон Неймана  при  и , то имеет место следующая оценка липшицева ти-
па: 
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1. ВВЕДЕНИЕ

Результаты этой заметки распространяют ре-
зультаты работы [1] на случай пар неограничен-
ных некоммутирующих самосопряжённых опе-
раторов. Напомним (см., например, [1]), что для
пары (A, B) не обязательно ограниченных самосо-
пряжённых операторов и для комплексно-знач-
ной функции f на , являющейся мультипли-
катором Шура относительно произвольных боре-
левских спектральных мер, функция  от 
и  определяется как двойной операторный инте-
грал

(1.1)
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где  – единичный оператор, а  и  – спек-
тральные меры операторов A и . Тогда  –
ограниченный оператор. Мы отсылаем читателя
к работам [5, 6] и [7] по поводу определения и ос-
новных свойств двойных операторных интегра-
лов.

Мы также отсылаем читателя к работам [10] и
[2] по поводу определения мультипликаторов
Шура по отношению к спектральным мерам. На-
помним (см. [10] и [2]), что функция  является
мультипликаторм Шура по отношению к спек-
тральным мерам  и  в том и только в том слу-
чае, когда  входит в тензорное произведение Хо-

герупа , т.е.  допускает пред-
ставление вида

(1.2)

где ,  и

(1.3)
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Нормой функции  в  является
инфимум левой части (1.3) по всем представлени-
ям вида (1.2). В этом случае

причём ряд в правой части сходится в слабой опе-
раторной топологии и

(см., например, [2]).
В этой заметке мы определим функции 

от неограниченных некоммутирующих операто-
ров для некоторых функций f, которые не входят
в тензорное произведение Хогерупа пространств
ограниченных функций. В этом случае 
оказывается плотно определённым неограничен-
ным оператором.

В работе [1] для пар  и  некомму-
тирующих ограниченных самосопряжённых опе-
раторов  и  и для функций f однородного класса
Бесова  определены операторы  и

 и получена следующая оценка липшице-
ва типа в классах Шаттена–фон Неймана Sp при

:

В той же работе [1] показано, что такое же нера-
венство неверно при  и неверно в оператор-
ной норме.

Напомним также, что в случае функций одного
самосопряжённого оператора такие оценки лип-
шицева типа верны при  ∞, см. [10] и [11].

Основная цель этой заметки – установить это
неравенство для пар неограниченных некоммути-
рующих самосопряжённых операторов для функ-
ций f из однородного пространства Бесова .
Мы отсылаем читателя к работе [9] по поводу
определения и основных свойств пространств Бе-
сова.

Как и в случае ограниченных некоммутирую-
щих операторов, ключевую роль играют тройные
операторные интегралы. Мы отсылаем читателя к
работам [1] и [3] по поводу тройных операторных
интегралов.

2. ТРОЙНЫЕ ОПЕРАТОРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ, 
ТЕНЗОРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ХОГЕРУПА

И ХОГЕРУПО-ПОДОБНЫЕ ТЕНЗОРНЫЕ 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Тройные операторные интегралы – это выра-
жения вида
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(2.1)

где  – ограниченная измеримая функция на
; ,  и  – спектральные меры в

гильбертовом пространстве, а  и  – ограничен-
ные линейные операторы. Такие операторные
интегралы можно определить при некоторых
предположениях на ,  и .

В работе [12] интегралы вида (2.1) определе-
ны для произвольных ограниченных операто-
ров  и  и для функций  из интегрального
проектированного тензорного произведения

. При этом справедливо
следующее неравенство:

Затем в работе [8] тройные операторные интегра-
лы были определены для функций  из тензорного
произведения Хогерупа .
Мы отсылаем читателя к работе [3] по поводу
определения и основных свойств таких тензор-
ных произведений Хогерупа. Отметим здесь, что
для функций  из 
имеют место оценки

в случае ограниченных операторов  и  и

в случае, когда , ,  и
.

Оказалось, однако, что для липшицевых оценок
функций от пар некоммутирующих операторов нам
нужны тройные операторные интегралы, подынте-
гральные функции которых входят в так называе-
мые хогерупо-образные тензорные произведения
первого вида  и второго
вида . Такие тензорные
произведения были введены в [1] и изучены более
подробно в [3].

В работах [1] и [3] показано, что если
, , ,

а  – ограниченный линейный оператор, то мож-
но определить тройной операторный интеграл
вида (2.1) и при этом имеет место оценка
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А если же ,
, T – ограниченный линейный оператор,

а , то

Кроме того,

(2.2)

Заметим, что в работе [1] были получены более
общие оценки в классах Шаттена–фон Неймана
для тройных операторных интегралов, подыинте-
гральная функция которых входит в хогерупо-об-
разные тензорные произведения пространств .
Позже в работе [3] оценки работы [1] были рас-
пространены на ещё более общий случай.

Отметим, что таким же образом можно опре-
делить хогерупо-образные тензорные произведе-
ния  и , где  –
пространство ограниченных борелевских функ-
ций на .

Рассмотрим теперь непрерывно дифференци-
руемую функцию f на  и определим разделён-
ные разности  и  равенствами

и

В случае, когда  или , в определени-
ях функций  и  нужно заменить разде-
лённые разности соответствующими частными
производными.

Определим класс  при  следующим
образом:

здесь мы используем обозначение  для преобра-
зования Фурье.

В работе [1] было установлено, что при  и
 имеют место оценки

(2.3)
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Отсюда вытекает, что если функция f входит в од-
нородный класс Бесова , то  ∈
∈  и ,
при этом

Основным результатом работы [1] является
следующее утверждение:

Теорема 2.1. Пусть , , а
 и  – пары ограниченных некоммути-

рующих самосопряжённых операторов таких, что
 и . Тогда

Более того, имеет место оценка

Основная цель этой заметки состоит в том,
чтобы установить такое же неравенство в случае
неограниченных некоммутирующих пар опера-
торов при условии, что функция f входит в неод-
нородный класс Бесова .

3. ФУНКЦИИ ОТ ПАР НЕОГРАНИЧЕННЫХ 
НЕКОММУТИРУЮЩИХ 

САМОСОПРЯЖЁННЫХ ОПЕРАТОРОВ

Напомним, что мы определили функции от
необязательно коммутирующих самосопряжён-
ных операторов формулой (1.1) в случае, когда
функция f входит в тензорное произведения Хо-
герупа . Причём имеет место оценка

Пусть f – функция двух переменных, а  –

функция, определённая равенством  

. Предположим, что .
Определим оператор  равенством
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Тогда  – плотно определённый оператор,
область определения которого совпадает с обла-
стью определения  оператора . Он не обяза-
тельно ограничен, но оператор 
ограничен.

Заметим, что если , σ > 0, то
. Это было установлено в следствии

7.3 работы [4] для функций f из , т.е. для
функций  f из , преобразование Фурье ко-
торых сосредоточено на . Очевидно,
что это же верно и при , σ > 0. Таким
образом, если , то оператор 
ограничен, в то время как  – не обязатель-
но ограниченный плотно определённый опера-
тор с областью определения . При этом

Это можно проверить так же, как и в следст-
вии 7.3 работы [4].

Теорема 3.1. Пусть . Тогда

 и .

4. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ
ДЛЯ ОПЕРАТОРНЫХ РАЗНОСТЕЙ 
И ОЦЕНКИ ЛИПШИЦЕВА ТИПА

В этом разделе мы сформулируем основной
результат заметки. Мы получим формулу для опе-
раторной разности в виде тройных операторных
интегралов и получим оценку липшицева типа в
норме  при . Мы будем иметь дело с па-
рами не обязательно ограниченных и не обяза-
тельно коммутирующих самосопряжённых опе-
раторов.

Теорема 4.1. Пусть , а ,  и B –
самосопряжённые операторы такие, что A1 – A2 ∈
∈ . Тогда

и тем самым
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Напомним, что  (см.
(2.3)), и, стало быть, тройной операторный инте-
грал в правой части равенства определён.

Следствие 4.2. Пусть  и .
Предположим, что ,  и  – самосопряжённые
операторы такие, что . Тогда имеет
место неравенство:

Теорема 4.3. Пусть . Предположим,
что A,  и  – самосопряжённые операторы та-
кие, что . Тогда имеет место следую-
щее равенство:

Опять же  (см. (2.4)),
и, стало быть, тройной операторный интеграл в
правой части равенства определён.

Следствие 4.4. Пусть  при .
Предположим, что ,  и  – самосопряжённые
операторы такие, что . Тогда

Теорема 4.5. Пусть  при .
Предположим, что , ,  и  – самосопряжён-
ные операторы такие, что  и

. Тогда

Теорема 4.6. Пусть . Предположим,
что , ,  и  – самосопряжённые операторы
такие, что  и . Тогда имеет
место тождество

ИСТОЧНИКИ ФИНАНСИРОВАНИЯ

Исследования в § 2 выполнены за счёт гранта Рос-
сийского научного фонда № 18-11-00053. Исследова-

∞ ∞ ∞∈ ⊗ ⊗D @ @ @
[1] h

hf

Б∞∈ 1 2
,1( )f R ≤ ≤1 2p

1A 2A B
− ∈2 1 pA A S

Б∞
− ≤ −1

,1
1 2 1 2|| ( , ) ( , )|| const|| || || || .

p p
f A B f A B f A AS S

∞
σ∈ %

2( )f R

1B 2B
− ∈2 1 2B B S

−− = ×
−

× −


1 2

1 2
1 2

1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )( , ) ( , )

( ) ( )( ) ( ).A B B

f x y f x yf A B f A B
y y

dE x dE y B B dE y
∞ ∞ ∞∈ ⊗ ⊗D @ @ @

[2] h
hf

∞
σ∈ %

2( )f R ∈ [1,2]p
A 1B 2B

− ∈2 1 pB B S

∞− ≤ σ −21 2 1 2( )|| ( , ) ( , )|| const || || || || .
p pLf A B f A B f B BS SR

Б∞∈ 1 2
,1( )f R ∈ [1,2]p

1A 2A 1B 2B
− ∈2 1 pA A S

− ∈2 1 pB B S

Б∞

− ≤
≤ − −1

,1

1 1 2 2

1 2 1 2

|| ( , ) ( , )||
const|| || max{|| || , || || }.

p

p p

f A B f A B
f A A B B

S

S S

Б∞∈ 1 2
,1( )f R

1A 2A 1B 2B
− ∈1 2 2A A S − ∈1 2 2B B S

− =1 1 2 2( , ) ( , )f A B f A B

−= ×
−

× − +


1 2 1

1 2

1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )

( )( ) ( ) ( )A A B

f x y f x y
x x

dE x A A dE x dE y

−+ ×
−

× −


2 1 2

1 2

1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )

( ) ( )( ) ( ).A B B

f x y f x y
y y

dE x dE y B B dE y



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 507  2022

ФУНКЦИИ ОТ ПАР НЕОГРАНИЧЕННЫХ 9
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FUNCTIONS OF PERTURBED PAIRS OF NONCOMMUTING 
UNBOUNDED SELF-ADJOINT OPERATORS

A. B. Aleksandrova and V. V. Pellera,b

a St. Petersburg Departmen of Steklov Mathematical Institute, St. Petersburg, Russia
b St. Petersburg State University, St. Petersburg, Russia

Presented by Academician of the RAS S.V. Kislyakov

For a pair (A, B) of not necessarily bounded and not necessarily commuting self-adjoint operators and for a
function f on the Euclidean space  that belongs to the inhomogeneous Besov class , we define the
function  of such operators as a densely defined operator. We consider the problem of estimating the
functions  under perturbations of the pair (A, B). It turns out that if ,  and  are
pairs of not necessarily bounded and not necessarily commuting self-adjoint operators such that both 
and  belong to the Schatten–von Neumann class Sp with  and , then the fol-
lowing Lipschitz type estimate holds: 

Keywords: unbounded self-adjoint operators, Schatten–von Neumann classes, Besov classes, double opera-
tor integrals, triple operator integrals, Haagerup tensor products, functions of pairs of noncommuting self-
adjoint operators
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