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Доказана -трудность различных теорий бинарного предиката в языке с тремя предметными пере-
менными и бинарной предикатной буквой (без констант и равенства). Показано, что при добавле-
нии равенства, композиции и транзитивного замыкания получаются -трудные теории бинарного
предиката при двух предметных переменных в языке.
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Введение. Предлагаемая работа связана с так назывемой классической проблемой разрешения [1],
в частности, с алгоритмической сложностью фрагментов элементарных теорий [2, 3]. Ниже речь пой-
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дет о теориях бинарного предиката, причем как в
языке с одной лишь бинарной буквой, так и в
языке, обогащенном некоторыми дополнитель-
ными средствами.

Известно, что классическая логика бинарного
предиката неразрешима [4, глава 21]. Отметим,
что соответствующее доказательство [4] исполь-
зует бесконечно много предметных переменных;
в то же время для доказательства неразрешимости
логики предикатов достаточно трех предметных
переменных, если ее язык содержит, помимо би-
нарной предикатной буквы, бесконечно много
унарных букв [5]. Понижение числа переменных
до двух [6, 7], использование лишь унарных букв
и равенства [4, глава 21] или охраняемых фраг-
ментов, где бинарные буквы допускаются в фор-
мулах ограниченно [8], приводит к разрешимо-
сти. Возникает естественный вопрос о разреши-
мости логики и теорий бинарного предиката в
языке с конечным числом переменных, начиная с
трех.

Аналогичная ситуация наблюдается и при обо-
гащении языка логики предикатов различными

дополнительными средствами, важными для
приложений. Так, логика предикатов с равен-
ством, обогащенная оператором транзитивного
замыкания, -трудна в языке с двумя перемен-
ными, но доказательство использует несколько
бинарных букв и бесконечно много унарных [9];
и здесь тоже возникает вопрос об алгоритмиче-
ской сложности теорий бинарного предиката в
языке с конечным числом переменных, но уже
начиная с двух.

Ответ на вопрос о разрешимости логики би-
нарного предиката в языке с числом переменных
не менее трех (и без дополнительных операторов)
следует из [10]: такая логика неразрешима (см.
[10, пункт (ii) раздела 4.8]). Аналогичные резуль-
таты для классической логики бинарного преди-
ката в языке с двумя переменными, обогащенном
дополнительными операторами, автору неиз-
вестны.

Ниже будет описано построение, дающее ко-
роткое доказательство, во-первых, неразрешимо-
сти многих теорий бинарного предиката в языке с
тремя предметными переменными (в частности,

-полноты логики бинарного предиката и -
полноты теории конечных моделей бинарного
предиката), а во-вторых, -трудности проблемы
общезначимости формул в языке с бинарной пре-
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дикатной буквой, равенством и двумя предмет-
ными переменными, обогащенном операторами
композиции и транзитивного замыкания. По-
строение будет состоять в моделировании про-
блем укладки домино [11, 12]; отметим, что такой
метод хорошо известен, и примеры применения
теории замощений можно найти как в алгебре
[13, 14], так и в логике [1, 15–18].

Неразрешимая проблема домино. Плитки доми-
но имеют квадратную форму одинакового разме-
ра; тип t плитки определяется цветами , ,  и

 ее граней. Следующая проблема укладки -
полна [11]: по набору  типов плиток
нужно выяснить, существует ли T-укладка, т.е.
такая функция , что для любых
i,  выполняются равенства 
и .

Моделирование укладки. Зафиксируем бинар-
ную предикатную P. Введем сокращения. Пусть

, , , ,
а также

Если выполнено , то  является рефлексив-
ным, а если , то иррефлексивным;  понимаем
как то, что  – элемент сетки , т.е. место для
плитки,  задает конгруэнтность,  – смещение
на -шаг,  и  понимаем как смещения вправо
и вверх. Чтобы определить , в определении
для  одновременно заменяем  на  и  на ;
аналогично для , ,  и т.д. Если  – свой-
ство, то , .

Пусть  – конъюнкция формул
 → xPz), , ,

    и .
Тогда если  истинна в некоторой модели , то

 содержит сетку вида , горизонтальные
ряды которой задает , а вертикальные , при-
чем элементы первого горизонтального ряда яв-
ляются иррефлексивными, второго – рефлексив-
ными, третьего – иррефлексивными и т.д.

Пусть , ,

, где . Формула  вы-
ражает следующее:  видит своего -последова-
теля вне сетки, который видит последний эле-
мент за  -шагов. Ниже вместо  и  пишем

 и . Содержательно  означает, что на ме-
сте  лежит плитка типа .

Пусть  – конъюнкция следующих формул:
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Лемма 1.  выполнима  существует
-укладка.

Отметим, что в построениях можно обойтись
лишь позитивными формулами, заменив формулу

 на ее отрицание, проблему выполнимости –
на проблему опровержимости, а затем все вхож-
дения отрицания – на импликацию к формуле

.
Теории бинарного предиката. Из леммы 1, с уче-

том замечания о позитивных формулах, получаем
следующее уточнение теоремы Чёрча [19]:

• позитивный фрагмент классической логики
предикатов -полон в языке с бинарной предикат-
ной буквой и тремя предметными переменными.

Этот факт можно обобщить на различные тео-
рии бинарного предиката: достаточно внести не-
значительные изменения в описанное выше мо-
делирование. Для класса моделей  бинарного
предиката элементарную теорию этого класса
обозначим . Пусть , , , , , ,  и  –
классы всех, соответственно, конечных, беско-
нечных, рефлексивных, иррефлексивных, сим-
метричных, антисимметричных, транзитивных и
интранзитивных моделей бинарного предиката.
Если  и  – классы моделей, то вместо 
будем писать . Так,  – класс всех беско-
нечных моделей, являющихся одновременно ре-
флексивными, симметричными и транзитивными.

Теорема 1. Пусть  – класс моделей бинарного
предиката, содержащий хотя бы один из следую-
щих классов: , , , . Тогда пози-
тивный фрагмент теории  в языке с тремя пе-
ременными является -трудным.

Получаем, в частности, что теории классов If,
, , , ,  и It неразрешимы в языке с тремя

предметными переменными.
Используя сходную аргументацию, можно по-

лучить следующее уточнение теоремы Трахтен-
брота [20, 21]:

• позитивный фрагмент теории конечных мо-
делей -полон в языке, содержащем бинарную
предикатную букву и три предметные переменные.

Для обоснования этого факта достаточно
учесть, что с помощью проблемы укладки коди-
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руется проблема неостановки машин Тьюринга
на пустой ленте, а затем изменить формулы выше
так, чтобы они утверждали, что первый ряд
укладки описывает начальную конфигурацию с
пустой лентой, а в имеющемся начальном фраг-
менте укладки не встречается плитка, тип кото-
рой соответствует заключительному состоянию
машины Тьюринга; отметим, что другой возмож-
ный путь состоит в использовании эффективной
неотделимости [22] и теоремы 1.

Справедливо и более общее утверждение.
Теорема 2. Пусть C – класс конечных моделей

бинарного предиката, содержащий  или .
Тогда позитивный фрагмент теории  в языке
с тремя переменными является -трудным.

Обогащение языка. Покажем, что обогащение
языка может привести к сильной неразрешимо-
сти, причем иногда даже при наличии в языке
лишь двух переменных. Рассмотрим проблему
укладки плиток домино, когда для -укладки f
дополнительно требуется, чтобы множество

 было бесконечным. Известно,
что эта проблема -полна [12, теорема 6.4].

Пусть в языке имеется оператор транзитивного
замыкания и  соответствует транзитивному за-
мыканию . Для формулы  определим  как

формулу, получающуюся из  заменой  на .
Пусть . Пусть G* – конъюнкция фор-
мул , ,

,  ↔
,  и  
, а  – конъюнкция  и форму-

лы . Тогда
выполнимость формулы  эквивалентна су-
ществованию -укладки с дополнительным
условием. Это дает -трудность теорий в языке с
бинарной предикатной буквой и тремя перемен-
ными; отметим, что оператор транзитивного за-
мыкания применялся лишь к атомарным форму-
лам.

При добавлении равенства и композиции, ис-
пользуя идеи, изложенные в [9], можно описать
эту же проблему укладки домино, задействуя все-
го две переменные и одну бинарную предикатную
букву. Третья переменная входит в определения
для  и , а также в один из конъюнктивных чле-
нов формулы . Заменяем  равенством. Ис-
пользуя равенство и транзитивное замыкание,
можно выразить условие функциональности би-
нарного отношения с дополнительными требова-
нием сюръективности и отсутствия общих эле-
ментов в области определения и прибытия, см. [9].
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Это позволяет “разбить” движение по  и  на
“четные” и “нечетные” шаги , , , ; в фор-
мулах вида  вместо  можно использовать ;
как итог,  больше не требуется. Конъюнктив-
ный член в  с тремя переменными заменяем на

, где xHy = xH0y 
 и . Снова получаем

-трудность теорий, но при двух переменных.
Получаем следующую теорему.
Теорема 3. Проблема общезначимости формул

языка логики предикатов с двумя предметными пе-
ременными, бинарной предикатной буквой и равен-
ством, обогащенного операторами транзитивного
замыкания и композиции, -трудна.

Отметим, что проблема истинности формул
такого языка в классе всех конечных моделей не
выходит за границы класса , поскольку можно
эффективно перечислить как все формулы, так и
все конечные модели (с точностью до изомор-
физма), что позволяет построить эффективное
перечисление множества опровержимых формул.

Обсуждение. Отметим, что незначительно
ослабленные варианты теорем 1 и 2 могут быть
получены из [10] с учетом результатов, представ-
ленных в [2, 3, 22] и др. (см. также, например, ра-
боты [23] и [24, приложение]). Так, в [10] доказана
неразрешимость логики бинарного предиката в
языке с тремя предметными переменными, а ис-
пользуя переводы, описанные в [2, 3], можно по-
лучить неразрешимость (с учетом [22], -труд-
ность или -трудность) различных теорий би-
нарного предиката в языке с конечным (иногда,
возможно, довольно большим) числом предмет-
ных переменных; идея, в первом приближении,
состоит в том, чтобы в переводах элиминировать
некоторые переменные при появлении в форму-
лах вложенных кванторов, поступая примерно
так, как это было сделано в определении формул
вида , данном выше, когда в рекурсивном
описании вместо очередной новой переменной
берется уже использовавшаяся, но не имеющая
свободных вхождений в ранее построенных фор-
мулах.

Также отметим, что в исследованиях (см., на-
пример, [1, 3]) уделяется большое внимание раз-
решимости фрагментов классической логики
предикатов, определяемых кванторными пре-
фиксами из некоторого регулярного множества;
если такое множество бесконечно, то в нем суще-
ствуют сколь угодно длинные кванторные пре-
фиксы, а значит, соотвествующий фрагмент язы-
ка предполагает наличие бесконечного множе-
ства предметных переменных. Множества
кванторных префиксов, для которых известна не-
разрешимость определяемых ими фрагментов ло-
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гики бинарного предиката, бесконечны. Поэтому
возникает естественный вопрос: можно ли из-
влечь из приведенного выше построения доказа-
тельство неразрешимости какого-либо фрагмен-
та логики бинарного предиката, определяемого
конечным множеством кванторных префиксов?
Ответ здесь отрицательный: формулы вида 
используют цепочки вложенных кванторов по
переменным  и , причем длина этих цепочек
зависит от , поэтому, преобразуя формулы вида

 к префиксной нормальной форме, при росте
числа элементов в T мы получим рост длины
кванторной приставки, а значит, и рост числа пе-
ременных в получающейся формуле.
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COMPUTATIONAL COMPLEXITY OF THEORIES 
OF A BINARY PREDICATE WITH A SMALL NUMBER OF VARIABLES
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We prove -hardness of a number of theories of a binary predicate with three individual variables (in lan-
guages without constants or equality). We also show that, in languages with equality and the operators of com-

position and the transitive closure, theories of a binary predicate are -hard with only two individual vari-
ables.
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