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В настоящей работе рассматривается задача распространения сейсмических волн в градиентных
геологических средах. Для описания их динамического поведения используются акустическое при-
ближение и процедура численного интегрирования начально-краевой задачи акустического волно-
вого уравнения с механическими параметрами, имеющими пространственную изменчивость. Раз-
работан сеточно-характеристический численный метод, явно учитывающий градиентность среды.
Проведено сравнение полученных численных решений с результатами расчетов при аппроксима-
ции среды кусочно-постоянной моделью в одномерном случае.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для математического моделирования процес-
са распространения сейсмических волн в геоло-
гических средах успешно применяется система
уравнений линейной акустики [1, 2]. Для числен-
ного решения определяющей системы уравнений
применяются различные численные методы: ко-
нечно-разностный [3, 4], конечно-объемный [5],
метод конечных элементов [6, 7], сеточно-харак-
теристический метод [8–10] и другие. В данной
работе используется класс сеточно-характери-
стических методов, развитый для линейных ги-
перболических систем.

Изменение механических свойств геологиче-
ского массива с глубиной вносит вклад в процесс
распространения в нем сейсмических волн. Гра-
диентную среду можно приближенно описывать
разными вычислительными моделями: считать

всю среду однородной с некоторыми средними
параметрами, разбить среду на несколько зон, в
каждой из которой свойства материала считаются
постоянными, явно учитывать градиентность
среды на этапе построения расчетного алгоритма.
Численное решение системы уравнений линей-
ной акустики для случая постоянных и кусочно-
постоянных коэффициентов рассмотрено во
множестве работ [11, 12]. Однако работы, которые
явно учитывают градиентность среды, редки и,
зачастую, в них рассматривается только перемен-
ная скорость звука, тогда как плотность среды
считается постоянной [13, 14].

В настоящей работе разработан сеточно-ха-
рактеристический метод, явно учитывающий из-
менение скорости звука и плотности среды внут-
ри расчетной ячейки. Представлено сравнение
волновых полей с результатами, получаемыми в
рамках применения модели акустической среды с
кусочно-постоянными коэффициентами.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
И ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Система уравнений акустики может быть по-
лучена из уравнения неразрывности [15]
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, (2)

где  – плотность рассматриваемой среды,  –
давление,  – скорость частиц среды. Для замы-
кания системы будем использовать предположе-
ние о баротропности среды . Особенно-
стью данной системы является возможность рас-
пространения акустических волн с конечной
скоростью , определяемой параметрами среды.

Рассмотрим малые возмущения относительно
равновесного состояния, характеризующегося
параметрами , возникающие во время
распространения звуковой волны:

(3)

В предположении изначально покоящейся
среды  получаем линеаризованную систе-
му уравнений [16]:

(4)

где  – равновесная плотность рассматривае-
мой среды (для краткости опущен индекс 0),  –
отклонение давления от равновесного состояния,

 – отклонение скорости частиц среды, c =

=  – скорость распространения аку-

стической волны, определяемая параметрами
среды.

В матричном виде в одномерном случае она за-
писывается как:

(5)

где нижние индексы  и  обозначают дифферен-
цирование по координате и времени, соответ-
ственно, а вектор  и матрица A имеют следую-
щий вид:
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Матрицу  можно диагонализовать, исполь-
зуя матрицу перехода R:
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(7)

Сделаем замену переменных (переход в инва-
рианты Римана):

(8)

В общем случае матрица R зависит от коорди-
нат, поэтому вносить ее напрямую под знак диф-
ференцирования по координате нельзя, необхо-
димо учитывать ее производную.

Система (5) примет вид:

(9)

В итоге мы приходим к следующей матричной
форме записи рассматриваемой системы:

(10)

В работе рассматривается случай линейных за-
висимостей для плотности среды и скорости рас-
пространения акустических волн от координаты,
когда  и . Рассмотрим часть уравне-
ния, которая содержит только частные производ-
ные. Мы можем найти характеристики, вдоль ко-
торых уравнение в частных производных сводит-
ся к уравнению в полных дифференциалах:

(11)

При этом  находится из дифференциаль-
ного уравнения для характеристики:
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(14)

Здесь  – точка, находящаяся на характе-
ристике.

При описанной выше замене переменных си-
стема уравнений (5) принимает вид:

(15)

В работе для ее решения использовался моди-
фицированный метод Эйлера с пересчетом вто-
рого порядка:

(16)

а также явный метод Рунге–Кутты третьего по-
рядка:

(17)

где

(18)

В общем случае характеристики не проходят
через узлы расчетной сетки, поэтому чтобы найти
значения искомых функций  и  в точке пересе-
чения характеристической кривой с предыдущим
слоем по времени, использовалась интерполяция
полиномом второй/третьей степени на фиксиро-
ванном шаблоне.

Таким образом, полный расчетный алгоритм
заключается в следующем:

1. Из каждой точки пространственной расчет-
ной сетки на следующем временном слое выпус-
каем характеристики обратно до пересечения с
предыдущим временным слоем.
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2. В каждой точке пространственной расчет-
ной сетки на предыдущем временном слое пере-
ходим к характеристическим переменным со сво-
ими акустическими свойствами (плотностью и
скоростью звука) по формуле (8).

3. Используя полиномиальную интерполяцию
второго/третьего порядка, рассчитываем значе-
ние  в точке пересечения характеристической
кривой с предыдущим слоем по времени.

4. По формулам (16)/(17) вычисляем  в
рассматриваемой точке пространственной рас-
четной сетки.

5. Переходим обратно к исходным физиче-
ским переменным по формуле (8).

Для случая кусочно-постоянных коэффици-
ентов использовался сеточно-характеристиче-
ский метод, описанный в работе [17], и обладаю-
щий вторым порядком аппроксимации.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Для сравнения двух вычислительных подходов

была рассмотрена следующая постановка задачи.
Дана одномерная градиентная акустическая сре-
да, в которой заданы гладкие начальные импуль-
сы скорости и давления:

(19)

Выбор функции sin4(x) обусловлен ее доста-
точно гладкой сшивкой с нулем на границах рас-
сматриваемой области [0; 50]. Была проведена се-
рия численных расчетов, отличающихся приме-
няемым численным методом. Использовались
согласованные по порядку аппроксимации про-
цедуры полиномиальной интерполяции и инте-
грирования системы вдоль характеристической
кривой. Исследовался вопрос уменьшения ошиб-
ки численного решения при измельчении расчет-
ной сетки в диапазоне от 2000 до 256000 расчет-
ных ячеек. При измельчении пространственной
сетки уменьшался и шаг по времени так, чтобы
обеспечить постоянство числа Куранта. На рис. 1
и 2 представлены графики решений, полученные
тремя рассматриваемыми методами для сетки
наибольшей мелкости. Они свидетельствуют о
минимальном различии в полученных численных
решениях, что подтверждает возможность ис-
пользования любого из них.

Ψ
 n

+Ψ
 1n

[ ]
[ ]

∈ −
∈

1000;1000 ,
0;0.25 ,

x
t

( ) ( ) [ ]
[ ]

= +
ρ = +

π ∈= 
 ∉

v

4

3000 ,
2500 0.5 ,

sin ,  0;50 ,
0, 50

0,  0;50 ,

c x
x

x x
x

x

( ) ( ) ( ) ( )= ρ v0, 0, .p x x c x x



54

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 507  2022

ПЕТРОВ и др.

В работе также было исследовано поведение
ошибки численного решения при измельчении
расчетной сетки от 2000 до 256000 ячеек. Графики
зависимости логарифма ошибки (относительно
численного решения на самой мелкой сетке) от
логарифма числа ячеек для каждого из методов
представлены на рис. 3.

Из графиков видно, что при использовании
интерполяции полиномами третьей степени и
метода Рунге–Кутты третьего порядка возможно
обеспечить убывание численной ошибки метода
быстрее, чем для предложенного ранее метода ку-
сочно-постоянной аппроксимации модели [17].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе был исследован процесс
распространения акустических волн в средах с
пространственно изменяющимися параметрами:

Рис. 1. Профили давления (слева) и скорости (справа), рассчитанные с использованием предложенной в работе моди-
фикации сеточно-характеристического метода второго (1) и третьего (2) порядка, а также методом из работы [17] (3).
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скоростью звука и плотностью. Для численного
решения определяющей системы уравнений был
предложен сеточно-характеристический метод,
явно учитывающий наличие градиента механиче-
ских параметров на масштабе расчетной ячейки.
Было выполнено сравнение расчетных полей дав-
ления и скорости с результатами, полученными в
рамках аппроксимации среды моделью с кусоч-
но-постоянными параметрами. Продемонстри-
рована возможность построения численных ме-
тодов повышенного порядка. Направлением
дальнейших исследований может быть обобщение
разработанного подхода на трехмерный случай. Не-
обходимо отметить, что используемый в работе се-
точно-характеристический подход позволяет по-
строить вычислительный алгоритм для решения
системы уравнений линейной теории упругости с
постоянными и кусочно-постоянными коэффици-
ентами. Однако возможность обобщения предло-
женного алгоритма на упругие среды с градиент-
ным изменением параметров является предметом
отдельного исследования. В таком случае область
практического применения была бы расширена с
задач сейсмической разведки, например, на зада-
чи неразрушающего контроля гетерогенных ма-
териалов.
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ПЕТРОВ и др.

NUMERICAL MODELING OF ACOUSTIC PROCESSES
IN GRADIENT MEDIA USING THE GRID-CHARACTERISTIC METHOD

Corresponding Member of the RAS I. B. Petrova, V. I. Golubeva,
Yu. S. Ankipovichb, and A. V. Favorskayaa

a Scientific Research Institute for System Analysis of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
b Moscow Institute of Physics and Technology (National Research University),

Dolgoprudny, Moscow Region, Russian Federation

In this paper, we consider the problem of seismic wave propagation in gradient geological media. Their dy-
namic behavior is described using the acoustic approximation and the procedure of numerical integration of
the initial-boundary value problem of the acoustic wave equation with mechanical parameters having spatial
variability. A grid-characteristic numerical method has been developed that explicitly considers the gradient
of the medium. The obtained numerical solutions are compared with the results calculated in the frame of the
piecewise constant model in the one-dimensional case.

Keywords: gradient media, acoustics, mathematical modeling, grid-characteristic method
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