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Предложен метод проверки гипотезы об эквивалентности хвоста распределения данных с выбран-
ным хвостом распределения – аналога гипотезы согласия для статистики экстремумов. Метод ос-
нован на новом преобразовании данных, переводящем k максимальных порядковых статистик вы-
борки из стандартного равномерного закона  в случайные величины, похожие в своем асимп-
тотическом поведении на выборку из  размера k. Доказано, что критерии, построенные по
предложенному методу, являются состоятельными на максимально широкой альтернативе – отри-
цании основной гипотезы.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При построении вероятностных моделей дан-
ных в различных областях знаний возникают си-
туации, когда вероятности редких событий не мо-
гут быть качественно описаны в рамках популяр-
ных моделей и требуют отдельного анализа.
Такие ситуации возникают, в частности, в фи-
нансовых и страховых задачах, в задачах надеж-
ности и демографических исследованиях, когда
“тело” распределения описывается, например,
нормальным или логнормальным законом, а
хвост – правильно меняющимся распределени-
ем. Более того, редкие (экстремальные) события
могут быть сами по себе центральным объектом
анализа, как, например, при изучении природ-
ных катаклизмов и катастроф, в задачах безопас-
ности ядерной энергетики и других. Анализ таких
событий является основным предметом изучения
стохастической теории экстремумов, см. моно-
графии [1, 2]. В настоящей работе нас будет инте-
ресовать статистическая часть этой теории.

По сравнению с оцениванием параметров, ме-
тодам проверки гипотез в статистике экстрему-

мов посвящено не так много работ, см. обзор [3].
Это во многом связано с тем, что наиболее попу-
лярной (и, по сути, безальтернативной для прак-
тиков) моделью для хвостов распределений до сих
пор является модель обобщенного распределения
Парето [1, 2], которая не требует применения ап-
парата проверки гипотез. Однако в связи с тен-
денцией к увеличению объемов доступных дан-
ных становится возможным рассмотрение более
узких (семипараметрических) моделей хвостов
распределений, например, таких как модели хво-
стов распределений вейбулловского и лог-вей-
булловского типов. Тем самым, возникает необ-
ходимость в разработке статистических критери-
ев для выбора подходящей модели хвоста
распределения данных, частным случаем кото-
рых являются критерии о принадлежности хвоста
распределения какому-то определенному классу.

Для этой цели, по аналогии с классической
статистикой, могут быть использованы критерии
согласия, в статистики которых вместо неизвест-
ных параметров распределений подставлены их
оценки. Тем не менее эта задача в литературе
практически не рассматривалась – единствен-
ным на текущий момент исследованием, посвя-
щенным задаче построения критериев согласия с
хвостом распределения, является работа [4].
Однако фактически в этой работе были предло-
жены критерии проверки не гипотезы согласия с
хвостом распределения, а гипотезы о том, что
хвост распределения пропорционален выбранно-
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му, что может привести к принципиально невер-
ным выводам о хвосте распределения на практике
при его использовании. Дополнительной мотива-
цией к изучению критериев согласия с хвостом
распределения служит тот факт, что статистики
критериев согласия часто используются для опре-
деления оптимального значения высокого уровня
при оценивании параметров в рамках статистики
экстремумов [5].

Для построения критериев согласия с хвостом
распределения предлагается воспользоваться идея-
ми, которые были применены при построении кри-
териев согласия для цензурированных данных. При
разработке последних в литературе преимуще-
ственно использовались 2 подхода: усечение стати-
стики стандартного критерия согласия и специ-
альные преобразования данных, см. обзор лите-
ратуры в работе [6]. Преимущества и недостатки
каждого из подходов рассмотрены в работе [4].
Достаточно полное описание критериев, получен-
ных с помощью первого подхода, можно найти в
монографии [7]. Однако в случае стандартной по-
становки статистики экстремумов, а именно, если
для статистического анализа используются лишь 
максимальных (или минимальных) порядковых
статистик выборки размера  где последователь-
ность  удовлетворяет условиям

(1)
статистики критериев согласия, построенных в
рамках первого подхода, будут стремиться к нулю
по вероятности, что делает этот подход бесполез-
ным для нашей задачи. Далее будем полагать, что
последовательности  и  являются моно-
тонными с некоторого момента.

Ключевой для второго подхода является рабо-
та [8], в которой преобразование k максимальных
порядковых статистик выборки из стандартного
равномерного закона  переводящее их в
выборку размера k из  было впервые ис-
пользовано для построения критериев согласия
по цензурированной выборке. Пусть  –
независимые одинаково распределенные (н.о.р.)
случайные величины из распределения  а

 – вариационный ряд этой выбор-
ки. Тогда, как показано в [8],

(2)
являются порядковыми статистиками выборки

 из  где

(3)

Далее, в рамках второго подхода для проверки
гипотезы согласия  по порядковым
статистикам  выборки  предлагается
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подставлять в статистики стандартных критериев
согласия величины  вместо  где

 и  получены из  соглас-
но формуле (2). Тем самым, при верности нуле-
вой гипотезы распределения статистик критериев
согласия, полученных в рамках второго подхода,
будут совпадать с распределениями статистик их
стандартных аналогов, что, однако, не будет вы-
полняться в случае верности альтернативной ги-
потезы. Другие подобные преобразования можно
найти в работах [9, 10]. Однако, как выяснилось,
критерии согласия с хвостом распределения, ко-
торые могут быть получены на основе преобразо-
вания (2), фактически проверяют гипотезу об
асимптотической пропорциональности хвоста
распределения наблюдений с хвостом выбранно-
го распределения и, тем самым, обладают схожи-
ми недостатками с критериями, предложенными
в работе [4].

В этой работе мы предложим новое преобразо-
вание данных, похожее на преобразование (2),
результатом которого будут случайные величины,
не являющиеся, однако, независимыми и распре-
деленными по закону  Тем не менее “эмпи-
рическая функция распределения”, построенная по
этим величинам, в случае верности основной гипо-
тезы будет сходиться к функции распределения
стандартного равномерного закона. Это свойство
данного преобразования позволит нам на его ос-
нове предложить метод построения критериев
для проверки гипотезы согласия с хвостом рас-
пределения, т.е. о том, что хвост распределения
асимптотически эквивалентен выбранному. Так-
же мы показываем состоятельность предложен-
ных критериев на максимально широкой альтер-
нативной гипотезе – отрицании основной гипо-
тезы.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть F – функция распределения. Определим ее
правую граничную точку как  = 1} и
хвостовую функцию распределения как  –
‒ F(x). Будем говорить, что хвостовые функции
распределения  и  эквивалентны (пишем

), если их правые граничные точки совпа-
дают, т.е.  и выполнено соотноше-
ние

Правым хвостом функции распределения F на-
зовем класс эквивалентности  хвостовых

функций распределения по отношению , т.е. для
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функции распределения G свойство  экви-
валентно выполнению  Далее мы про-
должим говорить о правых хвостах распределе-
ний, хотя все приведенные ниже рассуждения
можно повторить и для левых хвостов. Опреде-
лим гипотезу согласия с (правым) хвостом распре-

деления  как  Отметим, что в работе
[4] гипотеза согласия с хвостом распределения
определялась как  для всех до-
статочно больших  однако стохастическая тео-
рия экстремумов является асимптотической нау-
кой, и проверить на практике выполнение соот-
ношения  для всех  в отличие

от более слабого условия  может оказаться
достаточно проблематичным.

Пусть  – н.о.р. случайные величины
с непрерывной функцией распределения  а
функция распределения  тоже непрерывна.
Предположим, что мы хотим проверить гипотезу

 по этой выборке. Для удобства перейдем к рас-
смотрению н.о.р. случайных величин  где

 и, тем самым, гипотезе 

где  – функция распределения случай-
ной величины   и  –
функция распределения стандартного равномер-
ного закона. Заметим, что выводы о правом хво-
сте распределения возможно делать только по
максимальным членам вариационного ряда вы-
борки, поэтому будем рассматривать только 
максимальных членов вариационного ряда вы-
борки  где .

Введем следующее преобразование k макси-
мальных порядковых статистик выборки 

где семейство функций  таково, что
 и  для x =  c
, если  удовлетворяет (1) при

. Сохраняя связь с преобразованием (2),
положим

(4)

где функция  определена в (3). Действи-
тельно, функция (4) удовлетворяет условиям, на-
ложенным выше, поскольку, как несложно про-
верить,  для x = x(n) таких, что

, и  для x =

∼
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= x(n) таких, что , если k = k(n)
удовлетворяет (1) при .

Назовем  эмпириче-
ской функцией распределения набора случайных
величин  Далее будем предполагать, что 
дважды дифференцируема. Для формулировки
результатов этой работы введем следующее усло-
вие, являющееся классическим для стохастиче-
ской теории экстремумов: скажем, что функция
распределения  удовлетворяет условию фон
Мизеса [2], если

(5)

где  – индекс экстремального значения. В част-
ности, в случае верности гипотезы   и

.
Далее, обозначим через D пространство Ско-

рохода, т.е. пространство непрерывных справа
функций, имеющих предел слева, на  Следу-
ющая теорема является развитием классического
результата Донскера, Колмогорова и Скорохода о
сходимости нормированной разности эмпириче-
ской и теоретической функций распределения к
броуновскому мосту (гауссовскому процессу 
на отрезке  с нулевой функцией среднего и
ковариационной функцией ).

Теорема 1. Пусть  – н.о.р. случайные вели-
чины с функцией распределения  удовлетворяю-
щей условию (5). Предположим, что выполнена ги-
потеза . Пусть последовательность 
удовлетворяет условиям (1) и

(6)

Тогда процесс  слабо сходится в
D к броуновскому мосту  при .

Данная теорема позволяет строить критерии
проверки гипотезы согласия  на основе стати-
стик классических критериев согласия. В каче-
стве примера рассмотрим критерии Колмогорова
и Андерсона-Дарлинга; разумеется, приведенные
ниже рассуждения могут быть адаптированы и
для других критериев согласия. Обозначим через

модификации статистик критериев согласия
Колмогорова и Андерсона-Дарлинга проверки
гипотезы  соответственно. Пусть

 Тогда, как следует из Tеоремы 1, в слу-
чае выполнения условий (1) и (6) правила
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(7)

(8)

являются критериями проверки гипотезы ,
асимптотически имеющими уровень значимости α,
где  и  – квантили уровня 1 – α распреде-
лений Колмогорова и Андерсона-Дарлинга соот-
ветственно. Следующая теорема позволяет утвер-
ждать, что критерии (7) и (8) являются состоя-
тельными на альтернативе  неверна.

Теорема 2. Пусть  – н.о.р. случайные вели-
чины с функцией распределения  удовлетворяю-
щей условию (5). Предположим, что верна гипотеза

, а последовательность  удовлетворяет
(1). Тогда для всех  кроме, может быть,
одной точки

В данной работе предложен метод построения
критериев проверки гипотезы согласия с хвостом
распределения . Метод основан на новом пре-
образовании данных, который переводит k мак-
симальных членов вариационного ряда выборки
из стандартного равномерного закона в случай-
ные величины, близкие по своему поведению к
вариационному ряду выборки из стандартного
равномерного закона размера k. В отличие от пер-
вой работы [4], посвященной данной задаче, в
статье предложены критерии в точности для про-
верки гипотезы согласия с хвостом распределе-
ния и доказывается их состоятельность на макси-
мально широкой альтернативе – отрицании ос-
новной гипотезы.
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ON PROCEDURES FOR TESTING EQUIVALENCE OF DISTRIBUTION TAILS
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Presented by Academician of the RAS D.A. Novikov

We propose the method for testing the hypothesis about the equivalence of distribution tail of the observed
data and certain distribution tail, it is the analogue of goodness-of-fit hypothesis for statistics of extremes.
The method is based on the new data transformation, moving up k largest order statistics of a sample from
standard uniform distribution  to random variables asymptotically similar to a sample from  of
size k. We prove that tests built by the proposed method are consistent on the widest alternative – specifically,
on the negation of the main hypothesis.

Keywords: distribution tail, goodness-of-fit test, statistics of extremes, equivalence
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